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CONCLUSION

On peut regrouper les quatre diagrammesh (D1),...,(D4) en un seul

¥2 ¥3

\
a1 /4 \ : // Y
v/
/ \ | /

avece
#ind (gs) = #ind (go) — 2n + 1 (ol n > 2).

Reste a vérifier que ¢ = @40 @30, 0wy est un automorphisme élémentaire.
Pour cela il suffit de constater que ¢ préserve le feuilletage y = constante,
autrement dit que ¢ préserve le pinceau des droites passant par [1 : 0 : 0]. Or
ceci est immédiat: 1’éclatement (; envoie les droites passant par [1 : 0 : 0]
sur les fibres de Fy, ¢, et @3 respectent les fibrations associées a F; et
F,, et enfin la contraction ¢4 envoie les fibres de F; sur les droites passant
par [1 : O : 0]. L’application g4 est donc un automorphisme de C? qui
s’obtient en composant g avec un automorphisme affine puis un automor-
phisme élémentaire, et satisfaisant 1’inégalité:

#ind (g4) < #ind (g) .

Par récurrence sur #ind (g), ceci termine la démonstration.

4. COMPLEMENTS

4.1 UN EXEMPLE

Considérons 1’automorphisme g suivant:

g: (x,7) = O+ B + ) + vy + ax?)’,y + ax?) avec «, B,y € C*.




UNE PREUVE GEOMETRIQUE DU THEOREME DE JUNG 311

La décomposition de g utilise deux automorphismes élémentaires :

g(x,y) = (x + By + 77, y) 0 (3, %) 0 (x + ay?, y) 0 (3, %) .

En appliquant le théoréme de Zariski 2 g on décompose g a 1’aide de huit
éclatements puis huit contractions. Quand on applique notre algorithme a
g on change 'ordre de ces éclatements et contractions comme le décrit le
diagramme suivant:

M

PN
e N\
v N
7r1/ \Wz
/ N
e N
/NN /NN NN
Fy F F Fy F F3 F Fy

/ N/ N\

PP-——-—-—"—-—-—-—-——-- >p2- - -—— - - —=———— = - — = > P2

Expliquons plus précisément comment est obtenu ce diagramme. Le point
d’indétermination propre de g est [0 : 1 : 0], on commence donc par considérer
go(y,x) qui est indéterminé en [1 : 0 : 0]. On éclate ce point, puis on applique
une fois le lemme 10. Sur la surface F, obtenue le point d’indétermination est
situé sur la fibre f., (I’emplacement exact est paramétré par le coefficient o).
On applique alors une fois le lemme 11 puis on contracte la section so.(F1).
On a ainsi obtenu la décomposition :

g=g o+ ay’,y)o(,x)

ou g’ n’admet plus que 5 points d’indétermination. On considére ¢’ o (y, x)
pour se ramener a un automorphisme dont le point d’indétermination propre
est [1:0:0]. On éclate ce point, puis on applique deux fois le lemme 10. On
est alors en situation d’appliquer deux fois le lemme 11 (I’emplacement exact
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des points d’indétermination sur fo,(F3) et foo(F) dépend des coefficients -y
et 3). Enfin on contracte la section s.(Fi), on a ainsi obtenu

g'(x,y) = (x+ By +7°,¥) 0 ,%).

4.2 STRUCTURE DE PRODUIT AMALGAME

Nous voulons montrer que Aut[C?] est non seulement engendré par les
sous-groupes A et E, mais que de plus c’est le produit amalgamé de ces deux
groupes. Autrement dit nous voulons montrer que toutes les relations dans le
groupe Aut[C?] sont induites par les relations dans les groupes A et E. Ceci
revient a montrer qu'une composition

h=ajoeo---0a,0e, avec a; EA\E, e € E\A

n’est jamais €gale a I’identité. Bien noter qu’on peut se restreindre a considérer
des compositions 4 de cette forme, a savoir de longueur paire et commengant
par un automorphisme affine. En effet si h est de longueur impaire (et
supérieure a 3: bien slir si 2 est de longueur 1 ce n’est pas I’'identit€) on
peut faire baisser la longueur de A& par conjugaison. De plus si 2 est de
longueur paire et commence par un automorphisme élémentaire, il suffit de
considérer h~!.

Chaque automorphisme e;, vu comme application birationnelle de P2,
contracte la droite a I’infini sur le point [1:0: 0] (car on suppose e; ¢ A).
De ‘plus, dire que a; ¢ E revient a dire que le point [1:0: 0] n’est pas un
point fixe de @;. On en déduit que ’extension de 2 a P? contracte la droite
a I'infini sur le point a;([1:0:0]), ce qui montre que h n’est pas I'identité.

4.3 PREUVE SUR UN CORPS QUELCONQUE

Etant donné un corps k nous notons A; et Ej; les groupes affine et
élémentaire & coefficients dans k; par k nous désignons la cloture algébrique
de k. Une premicre remarque est que -notre preuve fonctionne sans aucun
changement dans le cas d’un corps algébriquemevnt clos k (la caractéristique
du corps n’a pas d’importance). Les résultats sur la géométrie des surfaces que
nous utilisons, a savoir les propriétés.de la forme d’intersection (formules 5)
et le théoréme de décomposition.de. Zariski sont énoncés avec un tel degré de
généralité par exemple dans le chapitre V de [18]. De méme on peut recopier
’argument ci-dessus-pour montrer que. Aut[k?] est le produit amalgamé de
Ay et Ej. ‘

Considérons maintenant un. corps.- k. non algébriquement clos, et soit g
un élément de Aut[k?’] de degré. 4. On sait déja que g est une composée
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d’automorphismes affines et élémentaires a coefficients dans k. Nous allons
maintenant en déduire qu’il existe une décomposition ne mettant en jeu que
des éléments de A; et LK.

Comme précédemment nous considérons g comme une application bira-
tionnelle de P,% dans lui-méme. Le point crucial est que nous savons que g
admet un unigue point d’indétermination propre, qui est I’image par g~! de
la droite a I’infini. Choisissons un point p de la droite a I’'infini dont les coor-
données homogenes soient dans k et qui ne soit pas le point d’indétermination
de ¢g~! (I'un des deux points [1:0:0] ou [0:1:0] convient). Alors g~ !(p)
est le point d’indétermination propre de g, et est donc contenu dans P%.
Par un raisonnement symétrique le point d’indétermination propre de g~' est
également dans P7. En composant ¢ a droite et a gauche par des éléments bien
choisis de Ay on peut donc se ramener au cas ou les points d’indétermination
de g et g~! sont tous deux [1:0:0]. Ceci revient 4 dire qu’on s’est ramené
au cas ou la décomposition de g dans le produit amalgamé de A; et E;
commence et finit par un automorphisme élémentaire :

g=epo0a,_10---0ajoey avec a; € A \ E;, ¢ € E; \ A;.
‘Une récurrence immédiate montre alors que ¢ s’écrit
: dy.d d
g: (6y) = (e 40y T )

avec 7,0 € k* et di,d, > 1 (on a écrit seulement les composantes
homogenes de plus haut degré). En composant g a gauche par I’automorphisme
(x,y) = (x — s5y®,y) qui est un élément de E; on obtient un élément de
Aut[k?] de degré strictement inférieur a celui de g. Par récurrence sur le
degré ceci termine la démonstration.

NOTE. Alors que cet article était soumis pour publication J. F. de Bobadilla
m’a tres aimablement écrit pour me signaler qu’il était 1’auteur, de maniére
a la fois concomitante et indépendante, d’une preuve du théoréme de Jung
similaire a celle que j’ai exposée ici (voir le chapitre 1 de [5]).
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