
Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Herausgeber: Commission Internationale de l'Enseignement Mathématique

Band: 47 (2001)

Heft: 3-4: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

Artikel: PROPOS D'UN THÉORÈME DE VERSHIK ET KARPUSHEV

Autor: Louvet, Nicolas

Kapitel: 4.6 Constructions GNS

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-65439

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften. Sie besitzt keine Urheberrechte
an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in der Regel bei
den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Siehe Rechtliche Hinweise.

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les

éditeurs ou les détenteurs de droits externes. Voir Informations légales.

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. See Legal notice.

Download PDF: 20.05.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-65439
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=en


UN THÉORÈME DE VERSHIK ET KARPUSHEV 309

Preuve de (v). Montrons d'abord qu'il existe un réel to > 0 tel que
soit borné pour 0 < t < to.

Supposons que ce n'est pas le cas. Alors, quitte à extraire une sous-suite

que l'on indexe encore par t, on peut supposer que

lim +°° •

Choisissons un go G G tel que (po(go) 7^ 1 et un voisinage ouvert relativement

compact U de go dans G tel que

Revote) - 1) 0 pour tout g ÇïlA

et une fonction / G L*(G), non nulle, positive et telle que supp/ C U.
L'équation (4.3) donne

(M^T1)./) (r=(^)./> + (^)(R^r - vï"),f)
Grâce au choix de /, on a

Iim(Re(^ - (Re(<A) - l),/> < 0

(Re(ä£zi),/) <o.

Puisque limf-^1) +00, grâce à (4.2) on a

(R ûm(Re(2fi),/) -00.

Comme ip est continue et / est à support relativement compact, ceci mène à

une contradiction. On peut donc supposer, quitte à passer à une sous-suite, que

avec A > 0 car \t/xt(W) < 1.

Ceci termine la preuve de la proposition 4.5.

4.6 Constructions GNS

Fixons gG G. En utilisant (3.1) et (4.2), on a

b,jj(g) I b^(g)j lim ~{<Pt(g— — <pt(xg) + (p,(x)\

uniformément pour jc parcourant les ensembles compacts de G.
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On utilise alors l'égalité (4.3) pour trouver

(tt^C x)b^(g)|b^(g))

}i^{ 7 (9^xg) - y0?_1X) - V3tw(x$) + (x))

+ (P- $5(g~lx) - + ^(x))
~ (-1 ,v) (vrw(s_1*p) - ^tw(iT1*) - (xg) + M)

uniformément pour x parcourant les parties compactes de G. Pour tout t > 0,
soit (Wf, 7Tf,£f) (resp. ÇHt,7rt,t)) le triple GNS associé à la fonction de type
positif p^ (resp. p^). En posant

Vt it- it), a? ïït(g)i,- et ßf irt(g)

on trouve

(4.4) (tr^(.)b^(g) \ b^(g)) limj(7 .)7?f |

+ (^T^) j a?)

- -f)}
pour la topologie de la convergence compacte et donc aussi pour la topologie
aÇL°°}Ll).

4.7. Proposition. On pose a9 m 7r0(g)Ç0 - £o où (Ho^o^o) est le

triple GNS associé à la fonction de type positif po apparaissant dans la
proposition 4.5 (iv). Pour le reste, on conserve les notations précédentes.

(i) lim(7r>(.)af | a9) — ^7To(.)^o I ao) Pour topologie jj(L°°,Ll);

(ii) lim 717 ß9 | ßjj) — 0 pour la topologie a(L°° ;

(iii) il existe une sous-suite de pt, toujours indexée par t, et une fonction
de type positif p9 telle que, pour la topologie c^L00^1), on ait

lim(7i>(. |

Preuve. L'assertion (i) est une conséquence du fait que

tpQ lim py lim<7rf(. I fft—>0 t—>0 ' '
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pour la topologie cr(L°°, L1), et que (po (ttq( £o I Co) • Grâce à 4.5 (ii) on a

lim<7r;(.)6 | 6) =lim^ 1

t—>0 t—* 0

pour la topologie cr(L°°,Ll), et donc

lim(7 h(.-)ß?|0
>0

pour la topologie c^L^L1). Enfin, en utilisant la compacité de Eq(G)

pour la topologie c^L^L1), on peut extraire une sous-suite telle que

lim (tïy( rft | rj9) existe. On note cette limite p9.

En passant à la limite dans (4.4), on écrit

(4.5) (^(OM#) I M#)) VsA (fo( • «o I

Pour chaque g G G, ceci fournit un candidat pour une décomposition du type
(4.1) avec x9 A (tto( a$ \ a90). Il reste à vérifier qu'il existe un élément

g E G tel que la fonction (p9 possède les bonnes propriétés.

4.8. PROPOSITION. Si le cocycle b n'est pas un cobord, alors il existe

un élément g G G tel que cp9 ^ 0.

Preuve. Si (p9 0 pour tout g G G, alors d'une part

||(tT^(.)b^(£) I b^(g))\\ sup | (77,^)^(5) I

xGG

(77,.(c)/;,..(5) I b^ig))

-2^(g) 2 \\b(g)||2

et d'autre part

\\X^{-)bg,(g)IMff)>L A (770(e) ag | a$)

A (770(5) Co- £0 I 77o(5) Co - Co)

2A (l - Re <£0(5))

pour tout g G G. La fonction de type positif </?0 est bornée; l'égalité
ll^(p)||2 A(1 -Recpo(g)) implique que b est un cocycle borné sur G,
donc un cobord.
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Pour la suite, on fixe un élément g e G tel que p9 ^ 0.

4.9. Proposition. Les fonctions de type positif (7Tt(. )rft | rft) sont
uniformément bornées pour t > 0, autrement dit

sup sup |(t Tt(x)Tjf|?/;'}, < x:.
?>o xeG

Preuve. On a

sup |(7rr(x)T7f | rf)| (7rf(e)?ft \ \\r)? ||2
x£G

On va montrer que (rjf | rjf est borné pour t > 0. Pour cela, écrivons l'égalité
(4.4) au point x e,

||MS)||2 | V?)+ (a? | a?) - (i=^) {ßf \ /??)}

On a

<a? | af)-</?? | -f)
{2 - 2 Re^foK, j |;>} - {2 - 2 Re(7T((5)6 | 6)}
2 Re(^fw (3) - PP(

et les suites

(^rO » WV(9)Iet (p)|

sont bornées en Donc la suite (rjf | rft) est également bornée.

4.10. PROPOSITION. La fonction p9 est limite pour la topologie de la
convergence compacte de combinaisons convexes de fonctions de type positif
associées à des représentations de V.

Preuve. Grâce aux propositions 4.7 (iii) et 4.9, la fonction de type
positif p9 est limite pour la topologie *-faible de fonctions de type positif
uniformément bornées associées aux représentations 7rt. Ceci implique ([Fell],
Lemma 1.5) qu'il existe une suite 9t de fonctions de type positif associées

aux représentations 7rt telle que

p9 lim 9t
o

uniformément sur les compacts de G.
De plus, 7Tt est la représentation GNS associée à la fonction de type positif

pY^ qui, d'après 4.5 (iii), est limite uniforme sur les compacts de combinaisons
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convexes d'éléments de WfiP(G). Donc les fonctions de type positif associées

à 7rr sont limites uniformes sur les compacts de combinaisons convexes

d'éléments de WDP(G). Finalement, ip9 est elle-même limite uniforme

sur les compacts de combinaisons convexes d'éléments de V W flP(G).
Comme les fonctions de type positif appartenant à V sont associées aux

représentations de V, ceci termine la preuve de la proposition.

On a donc établi une décomposition de la fonction (7| b^(g))
comme annoncé en 4.1. Ceci termine la preuve du Théorème.
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