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note 7f la représentation conjuguée de 7r dans l'espace de Hilbert conjugué

TL et b le 1-cocycle à coefficients dans tT correspondant à b. On peut alors

réaliser (TL^.n^.b^) de la façon suivante: le cocycle b^ est donné par

b^(g) b{g) + b(g), l'espace TL^ est le sous-espace réel fermé de TL © TL

engendré par b^(G), et iest la sous-représentation de 7r 0 7f obtenue en

restreignant l'action de 7r0 7f au sous-espace réel invariant TL# (voir [Del],

remarque V.3). De plus, pour tous x,g G G, on a l'égalité

(3.1) (ir$(x)b^(g)\ b^(g)) ip{g~lxg- ip(g~lx) - ip(xg) + ip(x).

4. Preuve du théorème

Soient tt une représentation factorielle du groupe G telle que

et b un 1-cocycle continu à coefficients dans ir qui n'est pas un cobord. Il
s'agit de montrer que le support de 7r est contenu dans le cortex de G.

4.1 Stratégie

On considère la fonction conditionnellement de type positif %j) : G —> R
définie par

VVO ~l|Kr)||2

et le triple GNS 7r^, b^) correspondant.
Pour tout g G G on a une fonction

ip9: G — C: x i—> {\b^(g))

qui est de type positif et qu'on va décomposer en une somme

(4.1) i/;9 (p9+x9

de deux fonctions de type positif (proposition 4.7).
Soit V un voisinage de 1G dans G. En utilisant l'hypothèse que b n'est

pas un cobord, nous montrons qu'il existe g G G tel que la fonction g)9

est non nulle (proposition 4.8) et limite pour la topologie de la convergence
compacte de combinaisons linéaires de fonctions de type positif associées à
des représentations de V (proposition 4.10).

La fin de la preuve est alors standard, et se déroule comme suit. Soit
(/C, p, 0 le triple GNS défini par tp9. Il résulte de l'assertion ci-dessus que
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le support de p est contenu dans l'adhérence de V pour la topologie de
Fell. La décomposition (4.1) montre que p est une sous-représentation de la
représentation GNS associée à ip9, qui est elle-même une sous-représentation
de 7T0 ; et est une sous-représentation de 7r ©7f. Quitte à échanger les
rôles de tt et W (ce qui peut se faire sans perte de généralité car H1 (G, tt) ^ 0
si et seulement si H1 (G, tt) ^ 0 et supp7r c cor G si et seulement si
supp7r c cor G), on peut supposer que p possède une sous-représentation
a qui est équivalente à une sous-représentation de ir.

Le support de a est dans l'adhérence de V, puisqu'il est contenu dans le
support de p. Comme 7r est une représentation factorielle, a et 7r sont quasi-
équivalentes (proposition 5.3.5 de [Dix]), d'où il résulte que leurs supports
coïncident. Par suite

Ceci étant vrai pour tout choix de V, le support de ir est contenu dans le
cortex de G.

4.2 Théorème de Schoenberg

Soit ip une fonction conditionnellement de type positif sur un groupe G.
Pour tout nombre réel t > 0, la fonction (pt définie par

avec des limites au sens de la topologie de la convergence compacte (voir par
exemple le théorème 5.16 de [HaVa]).

4.3 Décomposition de Choquet

On dit qu'une mesure p, sur un espace Q est supportée par une partie
mesurable A c Q si p(Q\A) 0.

Soit F un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et
métrisable et K une partie convexe et compacte de F. On note ex F l'ensemble
des points extrémaux de K. Une mesure de probabilité p supportée par ex F
détermine un unique élément x G K donné par la formule

SUpp 7T supp a c V.

<P,(9) e'^9)

est de type positif. De plus,

(4.2)

yd/j,(y),
Jk

entendue au sens *-faible, c'est-à-dire au sens où
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/M [ f(y)dp(y)
Jk

pour toute forme linéaire continue / sur F ([Cho], proposition 26.3).

Réciproquement, tout élément x de K peut être représenté de cette manière.

En effet, pour tout x G K il existe une mesure de probabilité p sur K,
supportée par qxK, telle que

x / ydfiiy)
Jk

au sens *-faible. Une telle décomposition est appelée décomposition de Choquet
du point x (voir [Cho], Theorem 27.6). Dans le cas où x est lui-même un

point extrémal, la mesure p qui donne une décomposition de Choquet du

point x est unique et donnée par la mesure de Dirac Sx au point x ([Cho],
proposition 26.3). En particulier, pour l'ensemble Eo(G) défini au numéro

3.2, il existe pour tout t > 0 une mesure de probabilité pt supportée par
P(G) U {0} telle que

(pt= Vdptip)
Je0(G)

au sens faible c^L00^1), c'est-à-dire au sens où

CFtJ) [ (v,f) dpt(rj)
Je0(G)

pour tout / G L^G) (voir [Dix], proposition 13.6.8).

4.4 Localisation

On note V le voisinage de la fonction 1 dans P(G) qui est l'image inverse
de V par l'application

P(G) —¥ G : ip i—» Wtp

On va décomposer les fonctions de type positif cpt de la façon suivante. Soit
W un voisinage de la fonction constante 1 dans E0(G) tel que V WflP(G).
Puisque 1, on peut supposer grâce au lemme ci-dessous que

Ah(W) 7^ 0. On définit

St
1 f

{ 0 sinon.
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On a

(pt= f]dpt(rj)A- / pdpt(p)
Jw JE0(G)\W

— pt(W)p]v + (i — Ht(yv))v]

En posant À, pt(W), on obtient

(4 3) (ft — I
__

Xt pY^ + (1 — Xt) p — 1

t t

_ tpW-î 1 — Xt
+ f~w w\

~PtJ
4.5. PROPOSITION. On conserve les notations précédentes.

(i) lim Xt 1 ;
?—>o

(ii) lim p^ 1 uniformément sur tout compact;

(iii) pour tout t >0, p^ est limite uniforme sur tout compact de
combinaisons convexes d'éléments de V.

De plus, pour une sous-suite de pt que l'on indexe encore par t,
(iv) il existe une fonction po G Eq(G), po ^ 1 telle que lim p^ — p0 pour

la topologie *-faible;

(v) il existe un nombre réel positif X tel que lim — J À
M0V t J

Afin de démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME. Soit K un compact convexe dans un espace métrisable. Soient

p G ex K un point extrémal de K et pt une suite d'éléments de K telle que

J Pt P- Pour chaque t, on se donne une décomposition de Choquet

Pt= p dpt(rj)
JK

où pt est une mesure de probabilité supportée par qxK. Alors, pour tout
voisinage W de p dans K, on a

limpt (W DexK) 1.
t—>-0

Preuve. L'ensemble M(K) des mesures de probabilité sur K est compact
pour la topologie faible. Il existe donc une sous-suite ß,k de p, qui converge
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faiblement sur K vers une mesure p. La suite pt converge vers tp qui est

un point extrémal, donc

<p= vdßiv)
Jex K

et la mesure ß coïncide avec la mesure de Dirac S^ au point tp (Proposition
26.3 de [Cho]). De plus, toute sous-suite convergente de (ßt) admet 8^
comme limite. Autrement dit, 8^ est l'unique point adhérent de la suite (ßt)
et lim ßt(W) 1 pour tout voisinage W contenant p. La mesure ßt est

supportée par exK, donc

lim ßt(W n exK) 1
f—»•o

comme annoncé.

Preuve de (i). C'est une conséquence du lemme ci-dessus. En effet,

lim ßt(W) lim pt(W D exE0(G)) 1.
i—>o *—>•o

Preuve de (ii). Les fonctions 'p]v et la fonction constante 1 appartiennent
à 1 ensemble E(G) sur lequel les topologies *-faible et de la convergence
compacte coïncident. Il suffit donc de montrer que lim <.pp 1 pour la

topologie ^(L00^1). Pour / e L'ïGj, on a

{ft J)/ (??,/) + I
Jw Je0(G)\W

et

}i(ft,f)=(!,/)•
Le lemme implique que

lim ptÇW) 1 et Jim W) 0,

donc

lim<WV> (1./)

Preuve de (iii). Pour une partie A de Eq(G), on désigne par A l'adhérence
de A dans Eq(G) pour la topologie *-faible et coA son enveloppe convexe.
Posons

Kw := co(W H P(G))

et considérons la mesure /ifw, supportée par W flP(G), donnée par
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w / an w)^ mwT
Ceci détermine une mesure de probabilité sur le compact convexe Kyy telle

que

p=[
J Kw)'Kyv

La proposition 26.3 de [Cho] implique que p^ G Kyy. Autrement dit,
la fonction p^ s'écrit comme limite pour la topologie olI/^L1) de

combinaisons convexes d'éléments de WnP(G). Or p^ appartient à E(G) et

co(WnP(G)) C E(G) sur lequel les topologies de la convergence compacte et
crÇL00,h1) coïncident, donc la fonction p^ s'écrit aussi comme limite pour la
topologie de la convergence compacte de combinaisons convexes d'éléments
de W D P(G).

Preuve de (iv). Comme la suite (p^) est contenue dans E0(G) qui est

compact pour la topologie ^(L00^1), il existe une sous-suite, encore indexée

par t, et un élément p0 G Eo(G) tel que

r ~WIl= p0

pour la topologie faible aÇL00,!}).
Supposons que po 1. En particulier, on peut supposer que les fonctions

(p^ qui apparaissent dans la sous-suite considérée sont toutes non nulles.
Considérons la mesure définie par

pt(A H (E0(G)\W))
(A)

1 - ,_ll(W)
P°Ur A C Eo(G)

Cette mesure est supportée par (£,0(G)\>V) H P(G), et donne pour tout t une

décomposition de Choquet de p^.
Puisque po 1 est un point extrémal, la mesure de probabilité po qui

donne une décomposition de Choquet de po est la mesure de Dirac en 1 et

vérifie

Par conséquent,

ce qui est absurde.

ßo }M/

1 ßo(W) limjiPm 0,
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Preuve de (v). Montrons d'abord qu'il existe un réel to > 0 tel que
soit borné pour 0 < t < to.

Supposons que ce n'est pas le cas. Alors, quitte à extraire une sous-suite

que l'on indexe encore par t, on peut supposer que

lim +°° •

Choisissons un go G G tel que (po(go) 7^ 1 et un voisinage ouvert relativement

compact U de go dans G tel que

Revote) - 1) 0 pour tout g ÇïlA

et une fonction / G L*(G), non nulle, positive et telle que supp/ C U.
L'équation (4.3) donne

(M^T1)./) (r=(^)./> + (^)(R^r - vï"),f)
Grâce au choix de /, on a

Iim(Re(^ - (Re(<A) - l),/> < 0

(Re(ä£zi),/) <o.

Puisque limf-^1) +00, grâce à (4.2) on a

(R ûm(Re(2fi),/) -00.

Comme ip est continue et / est à support relativement compact, ceci mène à

une contradiction. On peut donc supposer, quitte à passer à une sous-suite, que

avec A > 0 car \t/xt(W) < 1.

Ceci termine la preuve de la proposition 4.5.

4.6 Constructions GNS

Fixons gG G. En utilisant (3.1) et (4.2), on a

b,jj(g) I b^(g)j lim ~{<Pt(g— — <pt(xg) + (p,(x)\

uniformément pour jc parcourant les ensembles compacts de G.
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On utilise alors l'égalité (4.3) pour trouver

(tt^C x)b^(g)|b^(g))

}i^{ 7 (9^xg) - y0?_1X) - V3tw(x$) + (x))

+ (P- $5(g~lx) - + ^(x))
~ (-1 ,v) (vrw(s_1*p) - ^tw(iT1*) - (xg) + M)

uniformément pour x parcourant les parties compactes de G. Pour tout t > 0,
soit (Wf, 7Tf,£f) (resp. ÇHt,7rt,t)) le triple GNS associé à la fonction de type
positif p^ (resp. p^). En posant

Vt it- it), a? ïït(g)i,- et ßf irt(g)

on trouve

(4.4) (tr^(.)b^(g) \ b^(g)) limj(7 .)7?f |

+ (^T^) j a?)

- -f)}
pour la topologie de la convergence compacte et donc aussi pour la topologie
aÇL°°}Ll).

4.7. Proposition. On pose a9 m 7r0(g)Ç0 - £o où (Ho^o^o) est le

triple GNS associé à la fonction de type positif po apparaissant dans la
proposition 4.5 (iv). Pour le reste, on conserve les notations précédentes.

(i) lim(7r>(.)af | a9) — ^7To(.)^o I ao) Pour topologie jj(L°°,Ll);

(ii) lim 717 ß9 | ßjj) — 0 pour la topologie a(L°° ;

(iii) il existe une sous-suite de pt, toujours indexée par t, et une fonction
de type positif p9 telle que, pour la topologie c^L00^1), on ait

lim(7i>(. |

Preuve. L'assertion (i) est une conséquence du fait que

tpQ lim py lim<7rf(. I fft—>0 t—>0 ' '
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pour la topologie cr(L°°, L1), et que (po (ttq( £o I Co) • Grâce à 4.5 (ii) on a

lim<7r;(.)6 | 6) =lim^ 1

t—>0 t—* 0

pour la topologie cr(L°°,Ll), et donc

lim(7 h(.-)ß?|0
>0

pour la topologie c^L^L1). Enfin, en utilisant la compacité de Eq(G)

pour la topologie c^L^L1), on peut extraire une sous-suite telle que

lim (tïy( rft | rj9) existe. On note cette limite p9.

En passant à la limite dans (4.4), on écrit

(4.5) (^(OM#) I M#)) VsA (fo( • «o I

Pour chaque g G G, ceci fournit un candidat pour une décomposition du type
(4.1) avec x9 A (tto( a$ \ a90). Il reste à vérifier qu'il existe un élément

g E G tel que la fonction (p9 possède les bonnes propriétés.

4.8. PROPOSITION. Si le cocycle b n'est pas un cobord, alors il existe

un élément g G G tel que cp9 ^ 0.

Preuve. Si (p9 0 pour tout g G G, alors d'une part

||(tT^(.)b^(£) I b^(g))\\ sup | (77,^)^(5) I

xGG

(77,.(c)/;,..(5) I b^ig))

-2^(g) 2 \\b(g)||2

et d'autre part

\\X^{-)bg,(g)IMff)>L A (770(e) ag | a$)

A (770(5) Co- £0 I 77o(5) Co - Co)

2A (l - Re <£0(5))

pour tout g G G. La fonction de type positif </?0 est bornée; l'égalité
ll^(p)||2 A(1 -Recpo(g)) implique que b est un cocycle borné sur G,
donc un cobord.
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Pour la suite, on fixe un élément g e G tel que p9 ^ 0.

4.9. Proposition. Les fonctions de type positif (7Tt(. )rft | rft) sont
uniformément bornées pour t > 0, autrement dit

sup sup |(t Tt(x)Tjf|?/;'}, < x:.
?>o xeG

Preuve. On a

sup |(7rr(x)T7f | rf)| (7rf(e)?ft \ \\r)? ||2
x£G

On va montrer que (rjf | rjf est borné pour t > 0. Pour cela, écrivons l'égalité
(4.4) au point x e,

||MS)||2 | V?)+ (a? | a?) - (i=^) {ßf \ /??)}

On a

<a? | af)-</?? | -f)
{2 - 2 Re^foK, j |;>} - {2 - 2 Re(7T((5)6 | 6)}
2 Re(^fw (3) - PP(

et les suites

(^rO » WV(9)Iet (p)|

sont bornées en Donc la suite (rjf | rft) est également bornée.

4.10. PROPOSITION. La fonction p9 est limite pour la topologie de la
convergence compacte de combinaisons convexes de fonctions de type positif
associées à des représentations de V.

Preuve. Grâce aux propositions 4.7 (iii) et 4.9, la fonction de type
positif p9 est limite pour la topologie *-faible de fonctions de type positif
uniformément bornées associées aux représentations 7rt. Ceci implique ([Fell],
Lemma 1.5) qu'il existe une suite 9t de fonctions de type positif associées

aux représentations 7rt telle que

p9 lim 9t
o

uniformément sur les compacts de G.
De plus, 7Tt est la représentation GNS associée à la fonction de type positif

pY^ qui, d'après 4.5 (iii), est limite uniforme sur les compacts de combinaisons
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convexes d'éléments de WfiP(G). Donc les fonctions de type positif associées

à 7rr sont limites uniformes sur les compacts de combinaisons convexes

d'éléments de WDP(G). Finalement, ip9 est elle-même limite uniforme

sur les compacts de combinaisons convexes d'éléments de V W flP(G).
Comme les fonctions de type positif appartenant à V sont associées aux

représentations de V, ceci termine la preuve de la proposition.

On a donc établi une décomposition de la fonction (7| b^(g))
comme annoncé en 4.1. Ceci termine la preuve du Théorème.
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