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298 : . N. LOUVET

3. REPRESENTATIONS, COHOMOLOGIE
ET FONCTIONS (CONDITIONNELLEMENT) DE TYPE POSITIF

Les groupes sont supposés localement compacts séparables, les espaces de
Hilbert considérés sont séparables et non nuls.

3.1 REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES ET FACTORIELLES

Pour un ensemble S C L£(H) d’opérateurs sur I’espace de Hilbert 7, on
note 8’ ={T € L(H) |TS=ST VS € S} le commutant de S.

Soit 7w une représentation unitaire irréductible du groupe G sur I’espace
H. Grace au lemme de Schur, I’irréductibilité de 7 signifie que le commutant
m(G)" de I’ensemble 7(G) = {n(g) | g € G} est réduit aux opérateurs scalaires.
Comme 7(G) C Ny, ona N C n(G) . Ainsi, le centre N, NN/ de 1’algebre
de von Neumann N est lui-méme réduit aux opérateurs scalaires sur H.
Ceci montre qu’une représentation irréductible 7 est factorielle.

3.2 FONCTIONS DE TYPE POSITIF

On appelle fonction de type positif sur le groupe localement compact G

une fonction continue ¢ sur G a valeurs complexes telle que, pour tous
s -1 ” i

Jgi,---,9, € G, la matrice (go(gj gi))1 <ij<n est hermitienne positive: pour

tous gi,...,g9, € G et pour tous Ay,...,\, € C, on a

> Ade(g ' g) > 0.

ij=1
A propos des fonctions de type positif, voir le paragraphe 32 de [HeRo]. Si
¢ est une fonction de type positif alors, pour tout g € G, ¢(g~") = ©(g) et
l0(9)] < @(e) ou e désigne I’élément neutre du groupe G. On note Eo(G)
I’ensemble des fonctions de type positif ¢ sur G telle que p(e) < 1. C’est un
sous-ensemble convexe et borné de I’espace L°°(G) des fonctions mesurables
et essentiellement bornées sur G.

Sur L°°(G), on considere les deux topologies suivantes: d’une part, la

topologie *-faible ou topologie o(L°°,L!) donnée par les semi-normes

pr: L(G) — Ry o — |(p, )]

ou f € LYG) et (o, f) = /cp(g)f(g)dg; d’autre part, la topologie de
G

la convergence uniforme sur toute partie compacte (ou plus simplement
topologie de la convergence compacte) pour laquelle un systtme fondamental
de voisinages de la fonction ¢ est donné par les ensembles
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