Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 47 (2001)

Heft: 3-4: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: SUR L'HYPERBOLICITE DE CERTAINS COMPLEMENTAIRES
Autor: Berteloot, Francois / Duval, Julien

Kapitel: 1. Préliminaires

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-65437

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 28.11.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-65437
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

SUR L’HYPERBOLICITE DE CERTAINS COMPLEMENTAIRES 255

Cet énoncé de linéarisation se généralise bien aux courbes enticres de
(C*)*. En particulier, toute courbe entiére non constante dans (C*)*> possede
une limite (au sens de limite d’une suite de courbes construites en reparamétrant
la courbe initiale) qui est feuille d’un feuilletage linéaire de P2(C).

Le cas du complémentaire d’une courbe C a trois composantes en découle
de la maniére suivante: notons d’abord que P?*(C)\ C est un revétement
ramifié de (C*)? du fait des trois composantes de C. L’idée est maintenant
de remplacer une courbe entiere non constante dans P2(C)\ C par une de ses
limites feuille d’un feuilletage holomorphe de P?(C). Ce feuilletage s’obtient
par ce qui préceéde comme 1’image réciproque par le revétement ramifi€ d’un
feuilletage linéaire de P?(C). On montre ensuite que cette feuille limite
doit étre algébrique en analysant l’intersection d’une feuille transcendante
du feuilletage avec le lieu de ramification du revétement. Elle est donc tracée
sur une courbe rationnelle ne coupant C qu’en deux points. C’est une situation
non générique. [

Voici le plan de ce texte: apres des préliminaires sur I’hyperbolicité, le
second paragraphe traite du théoreme de Green tandis que la linéarisation des
courbes entieres de (C*)* fait I’objet du troisiéme. Le quatriéme paragraphe
est consacré au complémentaire des courbes 2 trois composantes dans P?(C).
Enfin un appendice explicite les courbes de Brody dans (C*)*, apportant un
autre €clairage sur 1’énoncé de linéarisation.

1. PRELIMINAIRES
Notre référence générale pour I’hyperbolicité est la monographie [9].

DEFINITION.  Soit X une variété complexe. Une partic A de X est
hyperbolique si elle ne contient pas de courbe entiére non constante : il n’existe

pas d’application holomorphe non constante de C dans X d’image contenue
dans A.

Les premiers exemples proviennent du théoréme de Liouville:

| EXEMPLE. Le complémentaire d’un voisinage d’une hypersurface projec-
B tive de PX(C) est hyperbolique.
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En effet un plongement de Veronese envoie ce complémentaire dans un
borné de CV. Ainsi I’adhérence de toute courbe entiére non constante de
P“(C) coupe toute hypersurface projective.

On produit d’autres exemples par la propriété suivante qui résulte du
relevement des homotopies pour un revétement :

INVARIANCE PAR REVETEMENT. Soient X une variété complexe et Y un
revétement non ramifié¢ de X. Alors X est hyperbolique si et seulement si Y
Iest.

On obtient ainsi ’hyperbolicité des surfaces de Riemann hyperboliques au
sens traditionnel, 1.e. celles dont le revétement universel est le disque unité D.

L’outil de base de ce qui va suivre est le lemme de reparamétrisation
suivant, dii & Zalcman [12] pour X = P!(C) et a Brody [3] en général (voir
aussi [9], chap. 3).

LEMME. Soient X une variété compacte complexe (munie d’une métrique
hermitienne) et (f,) une suite d’applications holomorphes du disque unité
dans X. On suppose que || f,(0)|| tend vers I’infini. Alors il existe une suite
de reparamétrages (r,) de C convergeant vers O pour laquelle f, or, tend
(uniformément sur les compacts) vers une application entiere non constante
¢ de C dans X apres extraction d’une sous-suite.

De plus ¢ est a dérivée bornée.

REMARQUE. Dans le contexte, ce lemme fait habituellement le lien entre
hyperbolicité et hyperbolicité au sens de Kobayashi, i.e. la non dégénérescence
de la pseudométrique donnée par .

K(x,v) =inf{1/r, r > 0| 3f: D — C holomorphe avec f(0)=x, f'(0)=rv},

ol x est un point de X et v un vecteur tangent. Les complémentaires dans
ce texte seront ainsi hyperboliques complets et plongés hyperboliquement au
sens de Kobayashi (cf. [9]).

CONSEQUENCE. Soient X une variété compacte complexe et f,: C — X
une suite de courbes entieres non constantes. Il existe une suite de
reparamétrages (r,) a la source telle que f, or, converge vers une courbe
entiere non constante apres extraction.
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En voici une traduction directe:

OUVERTURE. Soit X une variété compacte complexe et F un fermé
hyperbolique dans X. Alors F posséde un voisinage hyperbolique.

Sinon on créerait, a partir d’'une base dénombrable de voisinages non
hyperboliques de F, une suite de courbes entieres non constantes convergeant,
aprés extraction et reparamétrage, vers une courbe entiere non constante
contenue dans F.

2. LE THEOREME DE GREEN

Voici comment on peut adapter 1’argument de Ros pour montrer la généra-
lisation suivante du théoréme de Picard (due a Green [8]):

THEOREME. L’espace projectif P¥(C) privé de 2k + 1 hyperplans en
position générale est hyperbolique.

( Ici, «€étre en position générale» signifie que k+ 1 de ces hyperplans n’ont
. pas d’intersection commune.

Démonstration. Plongeons P¥(C) dans P?*(C) en envoyant les hyperplans
évités d’équation {/; = 0} dans les hyperplans de coordonnées de P?(C) par

¢=1Ih:...: b1l

- d’image notée P. Si A est une partie de P%*(C), on notera A* le complémen-
taire dans A des hyperplans de coordonnées. On veut donc montrer 1’hyper-
' bolicité de P*.

 Par position générale, P évite un voisinage des points de P*(C) ayant
~ k+ 1 coordonnées nulles. Autrement dit, P est contenu dans

Xe ={z, |z| > €||z]| pour au moins k+ 1 coordonnées}

ol |zl =max {|z1],...,|zr1]} et € est assez petit.

I suffit donc de voir I’hyperbolicité de X*. Mais la puissance n-iéme
| (z+ ") induit un revétement non ramifié de X%, sur X! et X,/ converge
 vers X en distance de Hausdorff.
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