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114 N. BERGERON

Appliqué a H = {e}, le lemme principal redonne le fait (dii & Mal’cev
[Ma]) que tout sous-groupe de GLy(R) de type fini est résiduellement fini.

2. SUR LA TOPOLOGIE DES CYCLES GEODESIQUES

Nous allons appliquer le lemme principal aux cycles géodésiques dans des
variétés hyperboliques.

DEFINITIONS.  Variétés hyperboliques (cf. [Th], [CEG] ou [Rat]). Soit
H” Vespace hyperbolique, i.e. I'unique variété riemannienne de dimension
n simplement connexe, complete et de courbure constante égale a —1.
Une variété hyperbolique (de dimension n) M est une variété riemannienne
complete de courbure constante égale a —1. Une telle variété est isométrique
au quotient H"/T" de I’espace hyperbolique par un groupe kleinien, i.e. un
sous-groupe discret sans torsion de Isom(H"). Par commodité, toutes les
variétés hyperboliques que nous considérerons seront supposées orientées.
Alors, M = H"/T" ou T" est un groupe kleinien contenu dans Isom™ (H"), le
sous-groupe des isométries préservant 1’orientation de H". Rappelons que le
groupe Isom™ (H") s’identifie via le modele de I’hyperboloide au sous-groupe
PSO(n,1) de O(n,1) (d’indice 4) constitué des matrices de déterminant 1
préservant la nappe supérieure de 1’hyperboloide. Etant donné un groupe
kleinien, on notera L(I") Uensemble limite de T, i.e. la fermeture, dans la
sphére 4 I'infini S”_!, de I’ensemble des points d’accumulation d’une orbite
quelconque de I' dans H".

THEOREME 1. Tout cycle géodésique dans une variété hyperbolique dont
le groupe fondamental est de type fini se reléeve a un revétement fini en un
cycle dont 'image est une sous-variété plongée totalement géodésique.

REMARQUE. Le théoreme 1 était déja connu en dimension deux [Sc] et
en dimension trois [Lo].

Démonstration. Soit M = H"/T" une variété hyperbolique avec I' un
groupe kleinien de type fini. Soit ip: Fo — M un cycle géodésique de
dimension [. Soit zo FO — H" un relevé de iy au revétement universel Fo
de Fy (que I’on suppose connexe). Puisque ip est une immersion localement
totalement géodésique, il en est de méme pour io. L’application iy est propre
donc %(ﬁo) est complet dans H". Donc %(FO) coincide avec un sous-espace
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totalement géodésique de dimension [ dans H". L’application Io est alors un
revétement d’image simplement connexe donc un homéomorphisme sur son
image. Et, quitte & conjuguer, on peut identifier le revétement universel de
Fy avec le sous-espace H' de H". De plus, i est injective au niveau des
groupes fondamentaux; on note Ag = ig.(mFp). On a alors

Ao C T'N Stab (H),

ou Stab (HY), le stabilisateur de H' dans Isom™ (H"), est égal a un sous-groupe
d’indice fini du produit du groupe O(l, 1) par un groupe de rotations compact
que ’on note C. Soit A = I'N Stab (H’). Montrons que la variété F = H'/A
(qui est finiment revétue par Fp) se plonge dans un revétement fini de la
variété M = H"/T". Soit i I'immersion canonique de F dans M. Soit D un
domaine fondamental (compact) pour ’action de A sur H'. L’action de T’
sur H" est propre. Donc I’ensemble

E={yeTl|yDND + o}

est fini. En particulier E — A est un sous-ensemble fini de I". Mais, d’apres
le lemme principal (appliqué a H =O(,1) x C et I' =T"),

A=A,

pour la topologie des sous-groupes d’indice fini de I". Donc, il existe un sous-
groupe ' d’indice fini dans T qui contient A et tel que ENT = ENA. Alors,
M=H"/ T est un revétement fini de M et contient F comme sous-variété
plongée totalement géodésique. Or le plongement canonique i de F dans M
releve i. Donc le cycle donné par iy se reléve & M en un cycle dont I’image
égale & i(F) est plongée. [

REMARQUE. En remplacant Stab(H)) par Isom™(H!) x C dans la
démonstration du théoreme 1, on peut montrer que sous les hypothéses du

théoréme 1 on peut relever le cycle en un cycle dont I’image est une sous-
variété orientée.

THEOREME 2. Tout cycle géodésique de codimension 1 dans une variété
hyperbolique de volume fini admet deux relevés disjoints a un revétement fini

dont les images sont des sous-variétés plongées totalement géodésiques dont
’'union est non séparante.

Démonstration. Soit M une variété hyperbolique de volume fini de
dimension n qui contient un cycle géodésique de dimension n — 1. Le
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groupe fondamental de M est de type fini. D’apres le théoreme 1, on peut
donc supposer que M contient une sous-variété orientée plongée totalement
géodésique F =H""!/A (i.e. que le cycle est d’image plongée dans M).

Montrons que quitte a passer a un revétement fini de M, on peut supposer
que F est non séparante (i.e. que le cycle se reléve en un cycle non homologue
a zéro). Supposons que F sépare M en M, et M_. Le théoréme de Van
Kampen implique que le groupe fondamental I' de M se décompose en un
produit amalgamé

I'=Ax*\B,

ou A (resp. B) est le groupe fondamental de M, (resp. M_). Soient a € A
et b € B deux éléments de I' dont aucune puissance n’appartienne a A.
Comme dans la démonstration du théoreme 1, le lemme principal implique
que le sous-groupe A est fermé pour la topologie des sous-groupes d’indice
fini de T'". Soit K un sous-groupe de I' d’indice fini tel que K contienne A
mais ne contienne ni a ni b. Soit ' I'intersection de tous les conjugués de
K dans T'. Alors, M = H" /f est un revétement fini de M auquel la variété
F se releve en une sous-variété non séparante.

Cl

Fy F> F3 . F;

FIGURE 1

F; est non séparante

‘En effet, soient «, § deux lacets dans M représentant respectivement
a et b et basés en un point xp € F. On construit par récurrence une
famille finie de relevés de o et f: {c; = a1, ¢ = Ba, ..., 0 = ¢} (ou
{1 = a1, 00 = 52, s nsy 6 &= E;}) et | relevés disjoints de F: Fy,...,F;
(I € N) de maniére a ce que ¢; joigne F; a F;yy pour i <[ et ¢; joigne F;
a F;, pour un certain 1 <ip <[ (le revétement est fini). Puisque ni o ni




PREMIER NOMBRE DE BETTI ET SPECTRE DU LAPLACIEN 117

ne se releve, ip < [ et le lacet ¢, . cj, 11 - .. ¢; a un degré d’intersection congru
a2 1 modulo 2 avec F;. Dans la suite on suppose que F est non s€parante
dans M.

Concluons la démonstration du théoréme 2. On a un morphisme canonique
p de T sur Z dont le noyau contient A, le groupe fondamental de F :
0 - (A Oker(p) - T' — Z — 0. Le noyau ker(p) de p est distingué
dans I', donc son ensemble limite L(ker(p)) coincide avec celui de I':
S7—=! = L(T'). Mais puisque A C Stab(H""!), I’ensemble limite L(A) de A
est inclus dans S”_%, donc ker (p) contient un élément a de I dont aucune
puissance n’appartient 2 A. Soit b € T" tel que p(b) = 1; dans la suite
on suppose que b peut étre représenté par un lacet rencontrant ' en un
unique point. On applique le lemme principal pour obtenir 1’existence d’un
sous-groupe I de I d’indice fini ne contenant pas a. La variété M =H" /I‘
est un revétement fini de M. Et la variété F admet deux relevés disjoints
dans M dont 'union est non séparante. En effet, soient o un lacet dans M
représentant a et B un lacet dans M représentant b et rencontrant F en un
unique point. Soit ¢; un relevé de o allant d’un relevé F; de F a un relevé

disjoint F, de F. On construit par récurrence des relevés c;, ..., ¢; de (8
et des relevés disjoints F3, ..., F; de F (I € N) de manieére a ce que c;

soit un chemin allant de F; a F;; pour i <[ et ¢; un chemin de F; a Fj,
avec 1 <ip <I. Le lacet cj,.cijy41...c; a un nombre d’intersection égal a 1
modulo 2 avec F; et a 0 modulo 2 avec F;. Donc F; UF; est non séparante

dans M. il

COROLLAIRE. Soit M une variété hyperbolique de volume fini contenant
un cycle géodésique de codimension 1. Alors le groupe fondamental de M

contient un sous-groupe d’indice fini qui se surjecte sur un groupe libre de
rang deux.

Démonstration. Conservons les notations de la démonstration précédente.
Alors, ' = mM se surjecte sur un groupe libre de rang deux. En effet, soient
i & F1 x[—1,1] et C; = F; x [—1,1] deux v0131nages colliers de Fy et F;
dans M. On construit une application continue de M sur un bouquet de deux
cercles en projetant tous les points de M — (C; U C;) sur le point base du
bouquet et chaque intervalle x x [—1, 1] sur la premitre boucle lorsque x € F;
et sur la deuxieme lorsque x € F;. Au niveau des groupes fondamentaux, cette
application induit une surjection de T sur le groupe libre de rang deux. En
particulier sous les hypothéses du théoréme 2, M admet un revétement fini
dont le groupe fondamental se surjecte sur un groupe libre de rang deux.
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