Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 45 (1999)

Heft: 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: PUZZLES DE YOCCOZ POUR LES APPLICATIONS A ALLURE
RATIONNELLE

Autor: ROESCH, Pascale

Kapitel: 1.1 Applications a allure rationnelle

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-64443

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 01.12.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-64443
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

PUZZLES DE YOCCOZ 135

étudie le module des anneaux P, \Pn+1, ol P,y C P, et P,, P,y sont des
composantes connexes respectives de C\f~*(I"), C\f~""TV(T). Il établit alors
la connexité locale sous certaines hypothéses en montrant que la somme de
ces modules diverge. On peut trouver des exposés sur ce travail (non publi€)
de J.-C. Yoccoz dans [H, M2].

Cet article se propose de présenter la méthode de Yoccoz dans un
contexte plus large que celui des polyndmes quadratiques, afin de la rendre
directement applicable & des fractions rationnelles de degré plus €levé (voir par
exemple [R]). Le cadre est celui des applications a allure rationnelle. Etant
donné une telle application f, on dégage, dans la premiere partie, des conditions
suffisantes (théoreme 1.10) portant sur un graphe I" pour que les composantes
connexes du complémentaire des préimages itérées f~"(I), n > 1, qui
rencontrent J(f), aient un diametre qui tende vers 0 avec n. L’exposé utilise
le langage des tableaux introduit par B. Branner et J. H. Hubbard dans [BH]
et s’inspire en partie de la these de D. Faught [Fa]. Au passage, on s’efforce
aussi d’unifier le traitement des divers types de récurrence qui apparaissent.

Dans la seconde partie, on montre comment appliquer en pratique cette
théorie pour établir un résultat concret (original) de connexité locale (théo-
reme 2.1). Précisément, on montre que si un polyndme de degré d + 1,
d > 2, a un point critique de multiplicité d — 1 qui est fixe, le bord du bassin
immédiat de ce point est une courbe de Jordan, de sorte que la dynamique y
est conjuguée a la multiplication par d sur le cercle.

§1 LA THEORIE

1.1 APPLICATIONS A ALLURE RATIONNELLE

DEFINITION 1.1.  Une application f: X' — X est dite & allure rationnelle
Si:
e X et X' sont des ouverts connexes de C # bords lisses, X contient
I’adhérence X’ de X’ et OX a un nombre fini de composantes connexes;
e f: X' — X est une application holomorphe propre qui a un nombre fini
de points critiques et se prolonge en une application continue X' — X.

Si X et X’ sont simplement connexes, une application a allure rationnelle
Jf: X" — X est une application & allure polynomiale au sens de Douady-

Hubbard [DH2]. Une application a allure polynomiale qui est de degré deux
est dite a allure quadratique.
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Avant de donner ’exemple typique d’applications a allure rationnelle, on
rappelle qu'un point x est périodigue par f s’il existe un entier p > 0 tel
que fP(x) = x, ou f? désigne le p-ieme itéré de f. De plus, un tel point x
est

répulsif si |(fP) (0] > 1,

indifférent si |(f"Y ()| =1,
attractif si ‘(fp)’(x)‘ €10, 1] et

super-attractif si (fP)(x) =0.

D’autre part, x est pré-périodique s’il existe un entier g tel que f?(x) soit
périodique. Enfin, un point critigue de f est un point x ou la dérivée f’
s’annule. La multiplicité de x est le plus grand entier m > 0 tel que
f™(x) = 0. Un point p-périodique super-attractif est donc un point fixe
et critique de f7.

EXEMPLE 1.2. Soit f: C — C une fraction rationnelle et A(f) la réunion
des orbites positives de tous ses points périodiques (super-) attractifs. Si Uy
est un voisinage ouvert de A(f) dont le bord est lisse, ne porte aucun point
critique de f, et dont I'image f(Up) est relativement compacte dans Uy, tous
les ouverts U, = f "(Up), n > 0, sont du méme type. Par suite, si on pose,
pour un entier n > 0 quelconque,

X=C\U,, X =5,

la restriction de f a X', f|x: X’ — X, est une application a allure rationnelle.
De plus, pour n assez grand, U, contient tous les points critiques de f qui
sont attirés par A(f) de sorte que ceux-cl n’apparaissent pas comme points
critiques de fly .

Par exemple, pour f(z) = z2 — 1. Le point critique 0 est périodique de
période 2 de sorte que pour r suffisamment petit, f> envoie le disque D(0, r)
strictement a l'intérieur de lui-méme. L’application f admet une branche
inverse définie sur C\ {z € R |z < —1} a valeur dans le demi-plan x < 0.
On peut donc trouver un petit disque D’ contenant —1 tel que f(D’) soit
compris entre D(0,7) et £2(D(0,r)) strictement. Ainsi, D’ contient f(D(0, r))
et D contient f(D’). Par contre pour R grand f~!'(D(0,R?)) est proche du
disque de rayon R, son d’adhérence est donc dans D(0, R?). Ceci permet
de voir le polyndme f comme une application a allure rationnelle en posant :
X = D(0,R»)\ (f(D(O0, ) Uf(D")) et X' =f~(X). Dans cet exemple, illustré
par la figure 0, I’application f|y» n’a plus de points critiques.
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FIGURE 0

Le polyndme z> — I présenté comme application a allure rationnelle

f: X" — X avec X’ en noir et X en gris

En particulier, s1 f: C — C est une fraction rationnelle hyperbolique, c’est-
a-dire dont chaque point critique est attiré par ’orbite d’un point périodique
(super-) attractif, ’application a allure rationnelle qu’on obtient par le procédé
général décrit ci-dessus (pour n grand) n’a aucun point critique. Dans la suite,
on regarde plus spécialement le cas ou il reste un unique point critique :

DEFINITION 1.3. Une application a allure rationnelle f: X’ — X est dite
simple si elle a au plus un point critique, lequel est simple, c’est-a-dire de
multiplicité 1.

DEFINITION 1.4. L’ensemble de Julia rempli d’une application 2 allure
rationnelle (quelconque) f: X' — X est I’ensemble K(f) des points x de X’
dont tous les itérés f”(x) sont définis et restent dans X. Autrement dit,

K@) =[)f"X).

n>0

REMARQUE 1.5. L’ensemble de Julia rempli K(f) de f est compact car
il coincide avec I'intersection des compacts f~*(X'), n > 0.

D’autre part, la famille {f"} est normale sur I'intérieur de K(f) car I’orbite
de tout point de K(f) évite I’ensemble X \ X’ qui contient au moins trois
points. Par contre, pres d’un point x de la frontiere de K(f), la famille {f"}
n’est pas équicontinue: on peut trouver des points x; tendant vers x et des

entiers n; tendant vers 1’infini tels que f"(x;) soit hors de X’ et donc loin de
f"(x) € K(f) pour tout ;.
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