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LA VERSION DE DIAMOND
DE LA METHODE DE L’HYPERBOLE DE DIRICHLET

par Michel BALAZARD

1. NOMBRES DE BEURLING

La démonstration, en 1896, du théoreme des nombres premiers par
Hadamard et de la Vallée Poussin, conclut un siécle de recherches, menées
notamment par Gauss, Legendre, Dirichlet, Tchebycheff et Riemann. Une
énigme résolue, une autre apparut: quelle était la vraie nature de ce résultat
au carrefour de 1’analyse et de 1’arithmétique, du continu et du discret? Ces
questions presque philosophiques ont ét€ examinées par trois des plus grands
mathématiciens du vingtieme siecle. En 1949, Erdés et Selberg donnerent
une démonstration élémentaire du théoreme, €lucidant ainsi une partie de sa
nature combinatoire. En 1937, Beurling créa la théorie des nombres premiers
généralisés.

Son idée fut d’envisager une étude “dynamique” du théoréme des nombres
premiers. Considérons une suite croissante

B:1<B<B<..., lim G, = +o0

n—-+oo

et formons tous les produits:

BY =067 ...

ou v := (vy,1s,...) désigne une suite arbitraire de nombres entiers naturels,
nuls a partir d’un certain rang. Rangeons ces produits dans 1’ordre croissant :

l=a<a<..., lim o, = +0c0.
n—-—+oo
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Les (3, sont les nombres premiers généralisés et les o, les nombres entiers
généralisés de Beurling. Le probleme général est d’étudier les relations existant
entre les «, et les 3,, ou plus précisément entre les fonctions de comptage :

P(x) = Z 1

Bn<x

N(x)::ZIZ Z 1.

o, <x BY<x

et

Cette étude se divise en deux parties: le probleme direct est la détermination
des propriétés de N(x) connaissant celles de P(x), et dans 1’autre direction
on parle de probleme inverse.

Le projet initial de Beurling est ’analyse de la stabilité du théoréme des
nombres premiers. Posons donc

P(x) = 1i(x) + (%) ,
N(x) = Dx + xe(x),

ou li est la fonction logarithme intégral et D une constante positive'). On a
les résultats suivants:

THEOREME 1 (Beurling 1937, [5]). Si v > 3/2 et e(x) = 0((10gx)_7),
on a n(x) = o(1/logx) (c’est-a-dire P(x) ~ x/logx).

Ce théoréeme est optimal: I’énoncé devient faux si v = 32- D’autre part,
une conjecture de Bateman et Diamond (1969, cf. [4]) récemment confirmée
par Kahane donne la généralisation suivante du théoreme 1:

THEOREME 2 (Kahane 1997, [11], [12]). Si
+o00 d
/ (e(x) log 2=~ < +00,
i x
alors P(x) ~ x/logx.

Des hypothéses plus restrictives sur e(x) permettent naturellement de
donner des informations plus précises sur 7)(x). On dispose ainsi des résultats
suivants :

) On notera, par exemple dans le cas des nombres entiers usuels, que ’omission d’un nombre
fini de nombres premiers ne modifie pas le comportement asymptotique de P(x) mais change la
valeur de la limite de N(x)/x quand x tend vers l'infini. L’apparition d’une constante positive
D dans I’expression de N(x) est donc inévitable.
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THEOREME 3 (Wegmann 1966, [171). Si a > 3, a > 3b et e(x) =
O(log™*x), alors n(x) = O(log™"x).

THEOREME 4 (Hall 1972, [10]). Soient a, c et b tels que

0<a<l, ¢>0, b<a/791.

Si e(x) = O(exp(—clog”x)) alors n(x) = O(exp(— log” x)).

Les théoremes 1 a 4 concernent le probléme inverse de Beurling: il s’agit
d’obtenir des conclusions sur les nombres premiers a partir d’hypotheses faites
sur les nombres entiers. Le probléme direct est I’objet des résultats suivants?).

THEOREME 5 (Diamond 1977, [8]). Si

oo dx
/ In(x)‘—“ < +OO>
1 X

alors N(x)/x tend vers une limite positive quand x tend vers 'infini.

THEOREME 6 (Diamond 1970, [7]). Soit a > 1. Si n(x) = O(log™“ x),
alors £(x) = O(log®> % x).

a

THEOREME 7 (Diamond 1970, [7]). Soit a telque 0 < a < 1 et b =

+a’

Si n(x) = O(exp(—log® x)), alors e(x) = O(exp(—(logxlog logx)b)).

Il est intéressant de constater que les démonstrations des théoremes 1, 2
et 4 utilisent I’analyse harmonique, alors que celles des théorémes 3, 5, 6 et 7
sont essentiellement élémentaires. Le présent exposé a pour objet de rappeler,
sans démonstrations, le cadre conceptuel proposé¢ par Diamond pour traiter
le probleme direct de Beurling (paragraphe 2), d’isoler le principe technique
fondamental intervenant dans les démonstrations (paragraphe 3) et enfin de
présenter une application nouvelle (paragraphe 4).

2) Les travaux [18] et [1] donnent €galement des informations intéressantes sur ce probléme.
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2. I”ALGEBRE M

DEFINITION

Pour tout x > 1, soit B, la tribu des boréliens de [1,x] et soit B = | ~, B«
I’ensemble des boréliens bornés de [1,+oco[. On notera M I’ensemble des
applications p: B — C dont la restriction a chaque tribu B, est une mesure
complexe (voir [14], chapitre 6). Dans la suite, les éléments de M seront
appelés simplement mesures. A titre d’exemple, observons qu’on peut associer
a toute fonction arithmétique f: N* — C une mesure g par la formule:

p=> f)é,,

n>1

ou 6,, a > 1, désigne la masse de Dirac au point a.
A chaque mesure p est associée?) sa “fonction sommatoire”

a(x) = p(l,x]), x=>1.

C’est une fonction complexe continue a droite, a variation bornée dans tout
intervalle [1,M], M < 4oc0. La correspondance ainsi établie entre M et cette
classe de fonctions est bijective. On écrit: u = da.

LA CONVOLUTION DANS M

Si da et df appartiennent a M, on définit leur produit de convolution
do x df par la formule?)

/da *xdf = / da(s)dB(t), Ee€B.
E steE

On montre que cette définition a un sens et que do * dfJ appartient a M.
Supposons, par exemple, que

do=7) f()6,, dB=) g,
n>1 n>1
ou f et g sont deux fonctions arithmétiques. Alors,

dooxdB =) h(n)s,,

n>1

3) L’emploi de la lettre o ne doit mener 4 aucune confusion avec la notation des nombres
entiers généralisés de Beurling o, .

4) Nous présentons ici la théorie multiplicative, en vue de son application au probleme de
Beurling. Il y a, bien entendu, une théorie additive isomorphe.
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Wy =+ g0) = >_fg(5)

dln

h est le produit de convolution de Dirichlet des fonctions arithmétiques f
et g.

La proposition suivante indique comment effectuer des calculs de convo-
lution.

PROPOSITION 1. Soif da et df3 des mesures et f une fonction borélienne
complexe sur [1,+o0[ bornée et a support borné. On a:

/f(u)da xdf :/ f(stda(s)dB(t) .

En particulier, pour tout x > 1,
/' daxdf = / Q<E>dﬂ(1) = / ,B()—C>da(s).
1 1 t 1 S

On notera (do)** la puissance n-éme de convolution d’une mesure do.

PROPRIETES DE M

[’addition, la convolution et la multiplication par les scalaires conferent a
M une structure de C-algébre associative, commutative et unitaire (I’élément
neutre étant & = 01).

Cette algebre est integre?). Ce fait, non trivial, résulte facilement d’un
important théoreme de Titchmarsh (cf. [16], Theorem VII).

I est facile de voir qu’un élément de M est inversible si et seulement si
sa masse au point 1 est non nulle. M possede un unique idéal maximal :

Moy ={da e M, a(l) =0}.

Diamond s’est intéressé aux dérivations de M, c’est-a-dire aux applications
C-linéaires D: M — M telles que

D(uxv)=p* D)+ D(u) x v
quelles que soient p et v dans M.
) On peut donc considérer le corps des fractions de M. C’est le corps des «opérateurs

de Mikusifski», base d’une présentation originale du calcul opératoriel. Dans [13], Mikusidski
développe cette théorie, qui a des liens avec celle des distributions (cf. [15], p. 254).
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THEOREME 8 (Diamond 1968, [6]). Les dérivations de M sont les
applications de la forme

p— po * (logz. p),

Lo €tant un élément fixé, arbitraire, de M.

On notera L la dérivation fondamentale dans M, a savoir la multiplication
par la fonction logz.

TRANSFORMATION DE MELLIN

Si da appartient a M, I’ensemble des nombres réels o tels que I'intégrale

+oo
/ 1~ %do(t)
1

converge ®), a une borne inférieure o.. La fonction

+o0
F(s) = / tda(t),
1

appelée transformée de Mellin de da, est alors définie et holomorphe dans le
demi-plan %(s) > o.; elle peut éventuellement se prolonger analytiquement
au-dela.

La propriété fondamentale de la transformation de Mellin est la suivante.
Si

“+oo
G(s) = / dB(), df e M,
1
alors

+o00
H(s) := / 1 dox df(t) = F(s5)G(s)
1

pour tout s tel que les trois intégrales convergent, par exemple pour tout
s = o + it tel que

“+oo “+oco
/ t77\da(t) < +o0 et / t71dB|(t) < +o0.
1 I

Observons également que la transformée de Mellin de L(da) est —F'(s).

6) Nous entendons par 13 I’existence de la limite limy— oo J lx 1~ %da(t).
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TOPOLOGIE

Pour tout x > 1, la relation
\da||, == / |da), dae M,
1

définit une semi-norme sur M. Si da et df appartiennent a M, la mesure
|da| % |dB| — |da x dB| est positive donc on a I’inégalité :

|de + dB|l, < [lde]|[ldB]l,

qui montre que la famille de semi-normes (|| || )x>; munit M d’une structure
d’algebre topologique. Cette algebre est complete.

CALCUL FONCTIONNEL

L’emploi dans M des séries entieres a coefficients complexes est fondé
sur la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soit f(z) = ano a,?" une série entiere complexe, de
rayon de convergence p > 0. Alors7),

1) flda) := ano a,(do)™" converge dans M si |a(1)| < p;
(i1) la série ano a,(do)*" diverge dans M si |a(l)| > p;

(i) da v f(da) est continue dans l'ouvert de M défini par
la(D)] < p;

(iv) pour do dans cet ouvert, on a L(f(de)) = f'(da) * L(da) .

[’exponentielle

exp(da) = ¢9® = Z (d)™

est un exemple fondamental. Ses principales propriétés sont résumées dans la
proposition suivante.

PROPOSITION 3. L’exponentielle est une fonction continue de M dans
M\ My, vérifiant :

(i) e?*t90 = ¢4 5 4B pour do et dB dans M ;
(il) e = d\ < d\* L(da) = L(d)) et ¢*D = \(1).

") da)? =6
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PROPOSITION 4. Avec les notations du paragraphe 1, on a:
dN = M
on TI(x) := P(x) + 1P(x/%) + 1Py + ...

Cette proposition traduit I’identité eulérienne formelle :

1 1 1
Z_Jznl__l_:exp Z kﬁks'

n>1 " n>1 B3 n>1,k>1 n

Ainsi, la théorie de Beurling ressortit a 1’étude de 1’exponentielle et du
logarithme dans 1’algebre de mesures M.

FORMULAIRE

Nous donnons ci-dessous une liste de propriétés d’usage constant pour le
calcul dans M.

1. La multiplication par " est pour tout nombre complexe r un automor-
phisme de ['algébre M. En particulier, pour toute série entiere f(z),
on a

'f(da) = f(f'da) .
2. dax 4 = a(t)fit—t.

(log 7)" "
(n—1)!

d
4. (5+dt)*(6—7t):6.

* 1 dt
“"”:/1 (1“?>@'

3. LA METHODE DE L’HYPERBOLE REVISITEE

3. (d)*™ = dt.

5. §+dt = €%, ou

Si daxdB = dv, on a

10 = [ dots = [ (3)ao = [ (3 )ds0

= [(8()aacr+ [ a(%)aso - ara(%)

pour tout x et tout y tels que 1 <y <x.




METHODE DE L’HYPERBOLE 261

Cette fagon de calculer un produit de convolution en introduisant un
parametre y, déterminé ensuite au mieux suivant la question considérée, a
été imaginée par Dirichlet dans [9]. C’est la méthode de I’hyperbole. L'idée
de Diamond est que ’itération de ce principe de calcul permet d’étudier des
mesures définies dans M au moyen de séries entieres comme au paragraphe
précédent, par exemple des exponentielles d’autres mesures.

On a immédiatement 1’estimation suivante :

LEMME 1. Si da et dB appartiennent a M, on a, pour dv = da * di
et x=yz,ou y>1, z>1:

VKX)ISEHdaHysug751+-Ndﬁﬁzﬁug!al%—hIOOﬁcﬁi-

(z,x

Le lemme suivant donne I’inégalité fondamentale dans la méthode de
Diamond :

LEMME 2. Soit da une mesure. Posons pour tout entier n > 1,
day, = (da)™

et supposons que :

D [ldel, < A®):;

2) |a@)| < B@)Clogx) < M,
o A et B sont croissantes au sens large et C décroissante au sens large, et
M est un nombre réel positif.

Alors, pour n > 1, n entier, et x > 1, x réel, on a:

(9] < (A + MY~ B(x) C(l—‘);gf) .

Démonstration. Observons pour commencer que I’hypothese 1) entraine :
ldan|l, < A",

pour n>1, 1 <z<x.
On procede par récurrence sur n. Le cas n = 1 est contenu dans I’hypo-

these 2]). Le passage de n a n+ 1 se fait en appliquant le lemme 1 avec
y=xwl, z=x+ et 8 =qa,. On a:

o1 (0] < nA0o) + My~ B (P22 ) Ay

+ Bx)C(log y)AX)" + Mn(A(x) + MY~ 1B(x)c( lig-f) .
n
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logz logx
Or logy = —8% _
r logy " " donc
logx n—1 n n—1

|1 ()] < B(x)C(———n . 1) [RAGAG) + M) + AR + Mn(AGx) + MY

1
< (1 DA + MY'BEIC(-22 ),

n—+1

ce qui démontre le lemme 2. [

Ce résultat fournit une estimation générale, facile a utiliser, comme nous
le verrons au paragraphe 4. Il faut cependant garder a I’esprit la possibilité
d’obtenir parfois de meilleures majorations grace a des renseignements
supplémentaires, spécifiques au probleme considéré.

Ainsi, nous allons conclure ce paragraphe en donnant la démonstration
complete du théoréme 6. Pour rédiger cette preuve, qui ne figure pas dans
[7], nous avons bénéficié de fructueuses conversations avec H.G. Diamond.

On démontre en fait un résultat plus fort que le théoreme 6. Soit donc f3
une suite de nombres premiers généralisés telle que (avec la notation de la

proposition 4)

* ATt 11—t
/ E_Q:/ dt + logc + O(log™“x) ,
Lt 1 tlogt

ou ¢ et a sont des constantes positives. Alors
N(x) = cx + O(xlog* ™ x) .

C’est 1’énoncé du theoreme 3.3a de [7]. Sa démonstration repose sur
I’inégalité fondamentale suivante. Si

dv :=t"'(dll — dr — (logc)é) et dy, := (dv)*",

alors
v, (%) < nAg(2loglog3x + A;)" ' log ™% x

pour n > 1,x > 1, ou Ay et A; sont des constantes positives. Observons que
I’application du lemme 2 donne ici un facteur supplémentaire n®.

Pour démontrer cette inégalité, on procede bien entendu par récurrence
sur n. Introduisons au préalable des constantes K;, K, et K3 telles que les
inégalités suivantes soient vérifiées pour x > 1:

lv(x)| < Kjlog™“x;
lv(x)| < Ka;
|dv]|, <2loglog3x+ K3 .



METHODE DE L’HYPERBOLE 263

LEMME 3. Sous les trois hypothéses ci-dessus, on a, pour n > 1 et x > 1,

Vx —t
/ Kl _ _lgg_t) — 1} |dv,| () < nK4(2loglog3x + Ky,
i logx

ou K4 est une constante positive.

Démonstration. S1 0 <u <1/2,ona (1 -—u)™—-1<Ku. [’inégalité
3 démontrer est claire si 1 < x < 2, pourvu que K4 soit assez grande. Si
x > 2, I'intégrale est

Vx Vx
< (logx)™" / log t]duy, () < (logx)™! / log t|dv|™ (1)
1 1

Comme la multiplication par logs est une dérivation de M, la derniere
intégrale vaut

V3 NN
n/ 1dy\*<”“”*(1ogz\du;)(z):n/ (/ \dy\’“”‘”) log t|dv ()
1 1

1

1 HE log ¢
< n(2loglog3x + K3) (dIT + d7 + |log c|0)

) t
a1 v ar
= n(2loglog 3x + K3) log t(dy + Z—t— + (logc + |10gc|)6>
1
< n(2loglog3x + K3)" 'logx,

d’ou le résultat. L]

On peut maintenant démontrer 1’inégalité fondamentale ci-dessus. Posons
Ap=K; et Ay = K3+ K4+ 2°K,. L'inégalité étant alors vérifiée pour n = 1,
supposons la vérifiée au rang n. Nous aurons, pour x > 1:

Vi Y
Vg1 () = /1 (3 ) v + /] (3 )dvat®) = i),

La premiere intégrale est majorée par

Va —
nA0(210g10g3x+A1)”°1/ (10g;) |dv (1)
1

< nAop2loglog3x + Al)”_1(2 loglog3x 4 K3 + K4)log™“ x.
La deuxieme intégrale est majorée par
% lo —8
_ gx
K log™ (1- =) v,
togx [ (1= 1255) Mlanjo
< Kilog™“x [(2loglog3x + K3)" + nKy(2loglog 3x + K3)" 1] .



264 M. BALAZARD

Enfin,
(VU (V/X)| < n2°KrA0(2log log 3x + K3)" ! log ™ x.

L’inégalité fondamentale au rang n + 1 résulte donc de:
nAo(L + A1) (L + K3 + Kq) + Ki(L + K3)"
+ nK 1 Ky(L + K3)" ™' + 2°KoAon(L + K3)"™' < (n 4+ DAL + A))",

ou L := 2loglog3x, et cela est vrai, vu les définitions de Ay et A;.
En conclusion,
dIl = d7 + (log¢)6 + tdv

donc
dN = ™ = ¢ x (te™) = (6 + di) * (te®)

d’ou

X x/u
N(x):c/ (/ 5+dt>ued”
1 1
_ * dv Vn(x)
—cx/le —cx—l—cxz o

n>1

L’inégalité fondamentale permet de majorer la dernieére somme :

Vn(X) L (2loglog3x+Ap)"' 2 e —a
> = < Aglog > — — Age™ (log 3x)2 log “ x

n>1 ' n>1

d’ou le résultat.

4. UNE APPLICATION

Dans ce paragraphe, nous proposons une variation sur un theme abordé
dans [2] a propos de la fonction d’Euler.

THEOREME 9. Soit  une suite de nombres premiers généralisés telle
que (3, difféere du n-éme nombre premier usuel p, par une quantité O(n%),
ou 0 <a< 1. On a alors, pour tout ¢ fixé, ¢ < /2(1 — a),

e(x) <€ L(x)™°,

pour x >3, on L(x):= eViogxloglogx
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Observons que le résultat pour a = 0 découle du cas a > 0; nous
supposons donc a > 0 dans la suite. Dans le cas particulier ou la différence
B, —pn est constante, la méthode de [3] donne un meilleur résultat, comparable
a I’estimation de Korobov et Vinogradov du terme d’erreur dans le théoreme
des nombres premiers.

La démonstration du théoreme repose sur les lemmes suivants.

LEMME 4. Sous [’hypothese du théoreme 9 et en notant Il et I, les
fonctions associées respectivement aux suites (p,) et (53,) comme dans la
proposition 4, nous avons:

/x d(1l, — I1;)(®)
1

» =logD + O(x*"1)

ou

1—1/p,
D:H———.
71211_1/5’1

Démonstration.  Soit K un nombre entier fixé, supérieur a2 1/a. Nous
avons :

A —TI)() 1 1
[ Y

6k <x n p}]; SX kpn

n—

K—1
1 Bk —prk
— E ~A 1/k E : n Pr
£ 2 k(x )+ ‘——k

n>1,k>K
1 1
+o( 3 o X o)
k>K, Bk>x k>K,pk>x — 1

RN EDIES

B <t n Dn <t pn

La majoration de Tchebycheff pour la fonction de comptage des nombres
premiers nous donne:

DRSS

k>K, pk<x K<k<logx/log?2

Z %<<xI/K.

k>K,Br<x

1/

1/K
ﬂlog(xl/k) <X

&=

et de méme,
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Par conséquent,

1 1 ee -2 L1 —1
Z k_,6k+ Z @<<,/x PR < xFT o x4

k>K,Be>x T k>K pk>x

Maintenant,

M) = Y (875 = p ) + OE(1))

Pn<t

E= ) B+ > B*

Pn<t,B,>t Pn>t,08, <t

Comme p, — B, = O(n*), et p, ~ nlogn, on a, pour une constante positive
convenable H et pour tout k fixé:

—k

E (¢ €
RS D R T
|pn—t| <Ht*

d’apres 'inégalité de Brun-Titchmarsh. Il en résulte que

K—1

1
Z %Ek(xl/k) < x+ 1,
k=1

Comme d’autre part,
K—1 1 ) ) Bk _p—k Bk _p—k
— —kyN _ n n_ n n
Z 2 Z B —pn") = Z k Z Z 2 ’
k=1 " p,<xl/k n>1,1<k<K 1<k<K pk>x

il suffit pour conclure de vérifier que pour chaque k fixé, on a:

> 1B =t <t

pn>xl/k
Or |B7% — pr*| < np, ! donc
+o0
Z mn"k —p,,,_k| < / uldu < 1 *
pa>t !

d’ou le résultat. ]
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LEMME 5. Soit do une mesure et b un nombre réel positif tels que
(i) ||dal|, < loglog3x, x=>1;
() al) <x7b, x>1.

Soit dB = ¢, dy(t) = tdB(t) et du = dN;y xdv, on Ni(2) = |t]. Alors,
pour toute constante ¢ < \/2b, on a:

(i) Bx) =1+0CLX™), x=3;
(iv) 7)) <xL(x)™F, x=3;
(V) plx) =x+0(Lx®™), x=3.

Démonstration. Le lemme 2 s’applique avec:
A(x) = M, loglog 3x, B(x) = M,, Cu) = e,

ol M, et M, sont des constantes positives. Nous obtenons:

o )_/ PRI ghiC

n>0 n>1
=1+> +> ,
n<K n>K

ou K est un parametre, choisi ultérieurement.
Nous avons pour n > 1,

| cn ()| < (M, loglog3x + O(1))" ! bhr
n! (n—1)!

La formule de Stirling et un calcul facile montrent que cette derniere
quantité est maximale pour

\/ 2b + 0(1))10g 10; -

et est donc, pour tout n > 1:
< [,(X)~\/§E+O(U.

Si nous choisissons K = logx, par exemple, cette derniére estimation se
transmet & ) . Quant au reste, il est

(M loglog 3x + O(1))*!
< Y T < exp (—(1 + o(1)) log xlog log x)

n>logx

donc négligeable: 1’assertion (iii) est démontrée.
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L’assertion (iv) résulte d’une simple intégration par parties :
[ s =66~ [ g
1 1

& xﬁ(x)—\/%+0(1)_|_/ E([)—\/Z_b—l-o(l)dt
1

< xﬁ(x)—\/2—b+0(1) ’

Pour démontrer I’assertion (v) nous employons de nouveau la méthode de
I’hyperbole :

plx) = /ly 7<§>dN1(t) + /X/y N, (J—;)dv(t) — Nl@)7<§>

a Z ( ) ”5( ) + 0l dll,,) + O (xL(x/y) ™Y 2HoD)

d’apres (iv) et 1’égalité

N]<)—;> = ’;C +o(1).

Or
ldvll, = / |tdB(1)| = / t|dB|(1) < z||dB||, < zell**le < z(log 32",
| 1

pour z > 1. Par suite, en utilisant (ii1) et (iv),

p() = x + OG(log Y)L(x/y)~V2!+D) + O(x(log 3™ /y) .

En choisissant y = x* avec e positif assez petit, on obtient I’assertion (v). []

Nous pouvons maintenant achever de démontrer le théoreme 9. Soit N,
la fonction de comptage des nombres entiers généralisés engendrés par la
suite (3. En utilisant les notations des lemmes 4 et 5, posons:

d(II, — IT;) = (log D)o 4+ d X,
da(r) = d>\(z)

de sorte que, d’une part,

1
lda||, < / ;(Ilongé + dIl, + dIT;)(2)
I

< 2loglog(3x) + O(1),
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et d’autre part (lemme 4),

a(x) < x

Or,

dN, = ¢/ = M « A=Al — N x (108 DIHIA — DN, * dy

ou dv(t) = tee(¢). Le théoréme résulte donc de I’assertion (v) du lemme 5.
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