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de Dellipse dans ce plan: i est I'inclinaison du plan de I'orbite par rapport a
un plan de référence, h est la longitude des nceuds, c’est-a-dire I’angle que
fait la trace du plan de 1’orbite sur le plan de référence (la ligne des nceuds),
et k est la longitude du périhélie, c’est-a-dire I’angle que fait I’axe de ’ellipse
avec la ligne des nceuds.

2. LA METHODE DE LA VARIATION DES CONSTANTES

Maintenant que nous avons bien compris et résolu'?) le probleme a deux
corps (au moins en ce qui concerne les orbites elliptiques), il nous reste a
traiter le probléme a deux corps perturbé, et d’introduire ainsi les premiers
calculs symplectiques comme 1’a fait Lagrange. Nous nous bornerons, comme
lui, aux perturbations des orbites elliptiques.

Nous avons déja expliqué, dans 1’introduction, la méthode de la variation
des constantes: l’influence de la perturbation a laquelle est soumise une
planete attirée par un centre fixe est traduite comme une courbe sur 1’espace
des éléments de la planete, c’est-a-dire I’espace de ses mouvements képlériens.
C’est cette courbe dont il s’agit de déterminer I’équation, et éventuellement
d’en extraire quelques renseignements, comme par exemple la stabilit¢ du
grand axe. Ce résultat avait ét¢ découvert par Laplace en 1773. Nous allons
montrer maintenant comment Lagrange 1’a inclus dans le cadre général de sa
méthode de la variation des constantes.

Supposons donc, comme le fait Lagrange, que la planete subisse de fagon
continue une série de chocs infiniment petits. Ces chocs se traduisent par une
variation instantanée de la vitesse, sans conséquence sur sa position. Si on
désigne par a un €lément quelconque de la plancte (pas nécessairement le
demi grand axe), on pourra écrire '4):

da  Oa dv
dt— Ovdt’
En remarquant que le vecteur dv/dt représente exactement la force perturba-

trice X exercée sur la planéte a I’instant ¢ au point r, la variation infinitésimale
de I’élément a, sous D’effet de la perturbation, peut s’écrire & nouveau :

da Oa
B?‘&X'

(14)

(15)

13 . . . . .
) En toute rigueur il faudrait encore inverser la fonction 6 — ¢. Probléme connu sous le
nom de Probléme de Kepler. Mais ce n’est pas le but de cet article.

14 ‘.z 5 ’ " .
) De fagon générale, on note dy/Ox I’application linéaire tangente d’une application x — y.
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Le mouvement vrai est ainsi décrit par la courbe intégrale de cette équation,
tracée dans I’espace des éléments de la planéte. Cette famille d’ellipses est
appel€e famille d’ ellipses osculatrices du mouvement perturbé.

Supposons maintenant que la force perturbatrice X dérive d’un potentiel Q,
autrement dit que:

0Q
(16) X=7°,
et que ce potentiel de perturbation € ne soit fonction que de r. Ce qui, dit
autrement, s’€crit:
0Q
5 =

Nous ne changeons donc rien en écrivant:

(17) 0.

> da OQ B da 0Q
ovi Ort  Ori Ovi '

i=1

da
1 i
118) dt

C’est maintenant, avec cette transformation astucieuse de Lagrange, que
la véritable histoire commence, d’ou sortira la géométrie symplectique. Mais
allons un peu plus loin: puisque 1’application (¢,r,v) — (t,a,b,c, h,i, k) est
un difféomorphisme, le potentiel de perturbation peut étre considéré aussi bien
comme une fonction de r que comme une fonction du temps ¢ et des €léments
(a,b,c,h,i, k) de la planete. En remplacant ’expression de

0Q  9Q da  0Q 9b

(19) or daor Taboar©

tc.,

et de
0Q B 0 da 0Q Ob

(20) (—9;—%%—}——(—95—3—‘;—{—6’[0.,

dans 1’équation (18), nous obtenons une nouvelle expression de da/dt :

21 a _ @)% 4 a,0% 4 e
2D da 7 Ob "7 Oc N
ou les parenthéses (a,b), (a,c), ..., sont les fonctions de (¢,r,v) définies
par:
3
da Ob  Ob Oa
(22) @)=Y -

£~ v Or' Oy Or'

I1 en est de méme pour les autres parenthéses, au nombre de quatorze puisqu’on
peut déja constater que (a,b) = —(b,a) etc. Les termes 0Q/0a, 0Q/0b, etc.
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intervenant dans cette formule, peuvent étre considérés comme les forces
de perturbations rapportées aux variables (a,b,c,h,i,k). Les coefficients des
forces de perturbation exprimées dans les variables (a, b, ¢, A, 1, k), sont appelés
aujourd’hui parenthéses de Lagrange®).

L’expression formelle (15) de la variation da/dt est beaucoup plus simple
que celle (21) a laquelle nous avons abouti aprés toutes ces transformations.
On est en droit de se demander quel intérét nous avons eu a effectuer ces
transformations. La réponse est contenue dans le théoréme suivant de Lagrange,
ol I’on considere le difféomorphisme (¢,r,v) — (¢,a,b,c, h,i,k).

THEOREME 1 [Lagrange]. Les parenthéses (a,b), (a,c), etc. considérées
comme des fonctions de (t,a,b,c,h,i,k) ne sont fonction que des éléments
(a,b,c,h,i,k).

A ce propos Lagrange écrira exactement [Lagll, volume II page 73]:

«Ainsi la variation de a sera représentée par une formule qui ne contiendra
que les différences partielles de € par rapport a b, c, etc., multipliées chacune
par une fonction de a, b, c, etc., sans ¢. Et la méme chose aura lieu a I’égard
des variations des autres constantes arbitraires b, c, A, etc.»

NOTE 3. Lagrange donnera successivement plusieurs démonstrations de ce
théoreme, le généralisant et le simplifiant chaque fois davantage. Il 1’énonce la
premiere fois, dans le cadre du mouvement des planetes, dans son mémoire de
1808 [Lag08]. Il le généralise ensuite a tous les problemes de la mécanique,
dans son mémoire de 1809 [Lag09]. Il le publie enfin, sous sa forme achevée
la plus générale, dans son mémoire de 1810 [Lagl0]. La démonstration est
épurée, simplifiée et le mémoire ne comporte plus alors que quelques pages.
L’énoncé particulier que nous avons donné plus haut est extrait de sa Mécanique
Analytique publi€e en 1811 [Lagll]. Il faut remarquer qu’une variante de ce
théoreme est aujourd’hui connu des étudiants sous la forme suivante : le crochet
de Poisson de deux constantes du mouvement est encore une constante du
mouvement ...

Aussitot €noncé son théoreme, Lagrange remarquera que la formule (21)
donnant I’expression de la variation des €léments de la planete en fonction
des forces de perturbations s’inverse, et notera que:

0Q db dc

15 et parfois méme appelés crochets de Poisson.
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ou les crochets [a,b], [a,c], ..., ne sont eux-mémes fonctions que des
éléments (a, b, c,h,i, k), et sont explicitement donnés par :

S ori oy By or

24 = _
24 L2, b] — Oda Ob Oa Ob’

etc.

Dans cette derniere équation les vecteurs r et v sont considérés comme
fonctions de ¢ et des éléments (a,b,c,h,i, k).

Ainsi le mouvement de la planete perturbée est décrit par une €équation
différentielle (21) sur ’espace des mouvements de la planete non perturbée,
ou si ’on préfere sur ’espace des constantes d intégration du systeéme non
perturbé. C’est évidemment 1a 'origine du nom donné par Lagrange a sa
méthode : la méthode de la variation des constantes. En effet, la variation des
constantes d’intégration du systeme non perturbé décrit le mouvement réel du
systeme perturbé.

NOTE 4. Cette méthode est évidemment de méme nature que la méthode
du méme nom que Lagrange avait développée entre 1774 et 1779, a la
fois pour comprendre la nature des solutions particuliéres des équations
différentielles [Lag74, Lag79] que pour résoudre les systemes différentiels
linéaires inhomogenes [Lag75, Remarque 5, pages 159-165]. C’est dans ce
dernier mémoire '°) Sur les suites récurrentes ... que Lagrange expose de facon
formelle sa méthode, sur la variation des constantes. Méthode qu’il n’avait
fait qu’ébaucher dans [Lag74], mais qu’il avait déja abondamment utilisée.

Dans le cas des équations linéaires inhomogenes [Lag75], la partie non
homogene est traitée comme une perturbation de la partie linéaire. L’espace des
solutions du systeme linéaire est un espace vectoriel dont chaque point est un
ensemble de constantes d’intégration. Le terme non linéaire du systeme initial
définit sur cet espace vectoriel un nouveau systeme différentiel, équivalent au
premier, mais qui porte sur les constantes d’intégration du systéme linéaire.
Il est intéressant de noter a ce propos cette remarque de Lagrange [Lag75,
page 163]:

«J’avoue que l’intégration des équations en a, b, c, ... et x sera le plus
souvent trés difficile, du moins aussi difficile que celle de I’équation proposée

[...] mais le grand usage de la méthode précédente est pour intégrer par

approximation les équations dont on connait déja I’intégrale complete a peu
prés, c’est-a-dire en négligeant les quantités qu’on regarde comme treés petites. »

16) Ce mémoire n’a que peu a voir avec la méthode de la variation des constantes. Lagrange -
dit lui méme: «Quoique ce ne soit pas ici le lieu de nous occuper de cette matiere, je vais
néanmoins en traiter en peu de mots, me réservant de le faire ailleurs avec plus d’ étendue.»
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Il achéve la remarque 5 de son article Sur les suites récurrentes... par ce
paragraphe prémonitoire, treize ans avant son premier mémoire sur la variation
des constantes appliquées au systeme des planétes:

«Il est visible au reste que cette méthode, que je ne fais qu’exposer ici en
passant, peut s’appliquer également au cas ol l’on aurait plusieurs €quations
différentielles entre plusieurs variables dont on connaitrait les intégrales com-
pletes approchées, c’est-a-dire en y négligeant des quantités supposées tres
petites. Elle sera par conséquent fort utile pour calculer les mouvements des
planétes en tant qu’ils sont altérés par leur action mutuelle, puisqu’en faisant
abstraction de cette action la solution complete du probleme est connue; et
il est bon de remarquer que, comme dans ce cas les constantes a, b, c,...
représentent ce qu’on nomme les éléments des planétes, notre méthode donnera

immédiatement les variations de ces éléments provenantes de 1’action que les
planetes exercent les unes sur les autres. »

On peut se demander quelle est alors la différence entre cette méthode,
introduite dans les années 1770, et son application au cas du systeme des
planctes ? Elle releve principalement du type de systeme traité. En appliquant
sa méthode générale de la variation des constantes aux systemes différentiels
spécifiques de la mécanique, Lagrange fait apparaitre une structure particuliere,
qui n’existe pas dans le cas général et qui est a 'origine de la géométrie
symplectique. Cette structure, caractérisée par les crochets et parentheses qu’il
a définis, Lagrange va savoir en tirer profit, comme il I’espérait, dans 1’étude de
la stabilité du grand axe des planetes, c’est ce que nous allons voir maintenant.

3. APPLICATION A LA STABILITE SECULAIRE DU GRAND AXE

Nous sommes en mesure maintenant de déduire, de toutes ces transforma-
tions et manipulations algébriques, le théoreme de Lagrange sur la stabilité
du grand axe des planétes. Appliquons la formule (23) a I’époque ¢ :

0Q da db dk
25 —— : — — * o o —
(25) By [c,a] 5 + [c, b] d[ + -+ [, k] o
On peut vérifier que les crochets [c, b], [c, h], [c,i], [c, k] sont nuls; il reste:
o0Q 1 da
(26) c,al = —1/2a* dot —=-— 2
L, a] / N e T T a

Si on se rappelle alors que le demi-grand axe a est égal & —1 /f, ou la

constante des forces vives f est le double de 1’énergie '’y H du mouvement
képlérien, on obtient:

'Y La lettre H a été choisie par Lagrange en ’honneur de Huygens et non de Hamilton, voir
[Lagll, tome I, pages 217-226 et 267-270).
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