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En intégrant £ —» e^~x) ^ le long de 7+ et de 7_, on obtient :

1 f e(y~x^ 1 f Jy~x) Co

C(B{a)) 0) - / a(y)<7y+—- / a(y)dy.
2itt Jd+ y-x 2itt Jd_ y-x

Si C# désigne le lacet représenté sur la figure 4, on a d'après la formule de

Cauchy:
1 f e(j~x)

a(x) -—~ / a(y)dy.
2i7T Jcr y~x

Figure 4

En faisant tendre R vers l'infini on voit que C(B(a)) (x) a(x) pour tout

x e s.

7.4. Le cas intégrable

Supposons que la fonction a appartienne à l'espace vectoriel ö(Vß)exp^

(r > 0) où Vß désigne l'ouvert

Vß {xC\{0} I < < ß}

avec 7t/2 < ß < n.
Reprenons les notations de la sous-section 7.2; en particulier Ur{0) désigne
le demi-plan

Ur(9) := R G C I m.(ei90 < -r}
En adaptant les résultats de 7.2 on voit que le représentant Bßa) de la

transformée de Borel de a se prolonge analytiquement :



LA SOMMATION DE RAMANUJAN

— sur l'ouvert
U+ := (J Ur(9)

ee[-ß,o]

en une fonction notée B^(a) G 0(U7+)exp(/c) ;

— sur l'ouvert

U7-= U ^(0
ee[0,ß]

en une fonction notée Bf(ci) G 0(U~)&xp^ (voir figure 5).

Figure 5

Faisons à présent l'hypothèse suivante:

Hypothèse 1. La fonction B^(a) (resp. Bf (a)) se prolonge analytique-

ment dans l'ouvert Uq (resp. Uf

Désignons alors par *[/^ le voisinage sectoriel de l'infini défini par
*U13 := Uq fi Uf. Une application du théorème de Cauchy montre alors

la proposition suivante.

PROPOSITION 7.1. Sous les hypothèses précédentes, la fonction a, appelée
le mineur de a, définie pour £ G par: a(Q B^(a)(Q — Bf(a)(Ç), ne

dépend pas de k et on a:

2(0 a— [ e'X^ a(x) d>x
>2itt Jt

où r est le chemin représenté sur la figure 6. De plus, a G ö(* £/^)exp(0).

Le fait que a appartienne à l'espace vectoriel 0(*£/^)exp(°) est une
conséquence directe des propriétés de croissance à l'infini de B^(a) et Bf(a)
en faisant tendre k vers zéro.
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PROPOSITION 7.2. Si la fonction a possède un développement
a(x) — Yln> 1 convergent à l'infini, alors la fonction a est entière et

a(0 — Y^n> 1 an •

Démonstration. Le développement ^2n>î est uniformément convergent

pour \x\ > R. En prenant pour contour T un cercle de centre 0 et de

rayon R' > R, on a :

2(0 -— [ ex^ an — dx —an [ e~x^ — dx,2inJr ^ V 2Î7t^ n Jt xn

ce qui fournit l'expression désirée par un simple calcul de résidus.

Ajoutons à présent l'hypothèse suivante:

HYPOTHÈSE 2. L'origine est une singularité intégrable de B{a).

Nous pouvons écrire sous ces conditions l'égalité:

ç /»+00

e~*B(a)(OdÇ= e~*â(OdÇ,
J'y J 0

de sorte que le résultat qui suit est un simple corollaire du théorème 2.
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COROLLAIRE 7.1. Sous les hypothèses précédentes, on a:

pOO

a(x)= / e~*Ô(0 dÇ
J0

pour tout x dans l'ouvert Vß, où la fonction analytique a désigne le mineur

de a.

7.5. Quelques propriétés

La proposition suivante est une conséquence immédiate du théorème 2.

Proposition 7.3. L'opérateurde dérivation '<) se transforme par B en

l'opérateur de multiplication par —f,

B
d

Dérivation — ^ multiplication par (-<0,
ox

C

tandis que l'opérateur de translation Eu de vecteur u > 0 se transforme par
B en l'opérateur de multiplication par e~^f

B

Translation Ew multiplication par (e~.
C
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