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7. APPENDICE: TRANSFORMATION DE LAPLACE-BOREL

Dans cet appendice, on donne une présentation de la transformation de
Laplace-Borel bien adaptée au cadre de cet article. Pour un expos€ plus
systématique, le lecteur pourra se référer par exemple a [M].

7.1. NOTATIONS

Soit U un voisinage sectoriel de 1’infini d’ouverture > 7 du plan C de
la variable complexe x. Nous désignons par O(U) I’algébre des fonctions
holomorphes dans 1’ouvert U du plan complexe.

Nous dirons que a € O(U) est de type exponentiel r > 0 dans U si
pour tout € > 0 et pour tout demi-plan fermé § € U 1l existe une constante
C = C(S.¢) > 0 telle que pour tout x € §, on ait la majoration:

la(x)| < Celr+olxl

L’ensemble des fonctions a € O(U) de type exponentiel » > 0 dans U forme
un espace vectoriel que nous noterons O(U)**P") . ’ensemble des fonctions
a € O(U) de type exponentiel quelconque forme quant a lui une algébre que
I’on note O(U)**P.

7.2.  TRANSFORMATION DE BOREL

7.2.1. Transformée de Borel

Soit P P'ouvert du plan complexe défini par P := {x | R() > 0}.
Considérons I'application analytique x — a(x) que 1’on suppose appartenir a
’espace vectoriel O(P)®P") (r > (). Soit dans ces conditions d une demi-
droite (orientée vers I’infini) dans ’ouvert P. On définit la transformée de
Borel B, associée a d par:

Ba(@) ©) = —— | e at)dx.
2im /4
Pour fixer les idées, on notera & I’origine de la demi-droite d’intégration et
'on supposera que k €]0.1]. On identifiera la direction 3 D’infini de cette
demi-droite d = d(6) via son angle polaire 6, |§| < 7/2. La transformée de
Borel B,(a) s’écrit alors

1 XE x)d 1 k€ e el € k iy i
—— ecax)dx = ——e e’ Sa t .
27 J o, >im i (k +te'”) e dt
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La condition de convergence de cette intégrale découle de notre hypothése sur
a : on sait que pour tout € > 0, il existe une constante C = C(e, k) > 0 telle
que pour tout > 0 et tout 0 € [—7/2, 47 /2]

|a(k + tei0)| < Celre/2| ke

i()l
)

de sorte que

e Salk + teie)eiel < Celrte/Dk (B OFrten p—et/2

On en déduit que la condition

R(E?E) < —(r+e)
fournit une majoration uniforme en ¢ de I’intégrant par une fonction intégrable.
Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue nous montre donc que
Bawy(a) est une fonction holomorphe dans le demi-plan ouvert:

U,(9) = {€ € C|REP¢) < —r}.

La décomposition précédente nous fournit également sans peine une estimation
sur la croissance a I’infini de Byg)(a) : notons S’ un demi-plan fermé contenu
dans I’ouvert U,(f). Nous pouvons supposer que pour € > 0 assez petit ce
demi-plan fermé S’ est contenu dans le domaine des & tels que la condition

R(E) < —(r+0)
soit satisfaite. Dans ces conditions, il existe une constante C > 0 telle que
pour tout ¢ > 0,

0 . .
o' §a(k + tezQ)eze < Ce(r—l—e/Z)ke—et/Z :

et par conséquent pour tout & € ',

|Bagy(@)| < —— gMEl
€T

De la découle que Byp)(a) admet une croissance de type exponentiel k dans
U,(8). :

B T S i

FIGURE 1
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En faisant varier 6 dans I’intervalle fermé [—m /2, +7/2] et en application
du théoréme de Cauchy, la transformée de Borel se prolonge analytiquement
en une fonction Bi(a) qui est analytique dans 1’ouvert

U, = g U,(6)

oel—m/2,+m/2]

du plan complexe C que 1’on a représenté sur la figure 1. Remarquons
d’ailleurs que la constante C intervenant dans les majorations précédentes
peut étre choisie de facon indépendante du choix de [’angle polaire
6 € [—7m/2,+7/2]. On en déduit que la transformée de Borel Bi(a) est
de type exponentiel k& a I’infini, autrement dit on a le

LEMME 7.1. Si a € OP)*P") glors Bi(a) € OU,)PW |

Notons a présent que le changement d’origine k — k' de d se traduit par:
By (a) = By(a) + M

avec h(a)rp € O(C)**™ o 7 = Sup (k,k’). Ceci nous amene a poser la
définition suivante:

DEFINITION 2.  Soit x + a(x) une fonction analytique appartenant a
’espace vectoriel O(P)®*P") . La transformée de Borel de a, notée B(a), est
une fonction analytique définie dans I’ouvert U, qui coincide dans cet ouvert

avec l'une des fonctions Bi(a) modulo 1’addition d’un élément de 1’algebre
O(C)*P,

7.2.2. Dépendance suivant un parametre

Les propriétés précédentes de la transformée de Borel se transposent au
cas ou a dépend d’un parametre de la facon suivante.

DEFINITION 3. Soit D un ouvert de C”. On notera Op(P)*P") I’espace
vectoriel des fonctions a : (x,z) — a(x,z) holomorphes dans ’ouvert P x D
telles que: pour tout demi-plan fermé S contenu dans 1’ouvert P, pour tout
compact K C D et pour tout € > 0, il existe C, = C,(S,K,€) > 0 tel que
pour tout x € § on ait la majoration (uniforme en z):

la(x, 2)| < C e tolxl
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LEMME 7.2. On suppose que a appartient a ’espace Op(P)*P"). Alors
Bi(a) définit une fonction holomorphe dans ’ouvert U, X D; de plus pour
tout fermé S contenu dans ’ouvert U,, pour tout compact K C D et pour
tout € > 0, il existe C = C(S',K,€) > 0 tel que pour tout £ € S’ on ait la
majoration (uniforme en z):

|Bu(a) (£,2)| < Cetolel,

Autrement dit, Bi(a) € Op(U,)*P®.
De plus si 2= (z1,..,22), 3-Bu(@) = Bi(5-a).

Démonstration. 11 suffit de reprendre la preuve du lemme 7.1 et de conclure
par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. [

7.3. TRANSFORMATION DE LLAPLACE

7.3.1. Transformée de Laplace

DEFINITION 4.  Soit k > 0 et f € OU,)*®® ot U, est le voisinage
sectoriel introduit précédemment. On définit la transformée de Laplace de f
par: '

LF) = / eEf () de
Y

ou v est le chemin représenté sur la figure 2.

FIGURE 2

Remarquons tout de suite que [’hypothése de croissance faite sur
f € OWU,)™® implique (en utilisant les mémes arguments qu’a la sous-
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section précédente) ’analyticité de Lf dans 'ouvert P du plan complexe
des x, voisinage sectoriel de I’infini défini par

Py :={xe C|RXx > k}.

L’étude sur sa croissance & 1’infini est I’objet du lemme suivant:

LEMME 7.3. Si f € O(U)™% dlors la fonction Lf appartient a I’espace
vectoriel O(P)P" .

Démonstration. Pour montrer que Lf est de type exponentiel dans 1’ouvert
P, considérons un demi-plan fermé S contenu dans cet ouvert: pour € > 0
assez petit nous pouvons supposer que le secteur fermé S est inclus dans le
domaine des x tels que la condition

Rx) > (k+€)

soit satisfaite. En utilisant notre liberté de déformation du chemin ~ a I’aide
d’une homotopie laissant invariantes les directions a 1’infini nous pouvons
aussi supposer que < s écrit comme la somme:

— du chemin compact orienté C(r+ p) consistant a parcourir le demi-cercle
situé dans le domaine (&) < 0, de rayon a + p, ou p est un réel positif
que ’on peut prendre aussi petit que 1’on veut;

— de la réunion de deux demi-droites orientées ~(r + p) et v(r + p), demi-
droites horizontales dont la premiere est d’extrémité i(r+ p) et la seconde
d’origine —i(r + p).

Considérons 'intégrale sur ~(r + p),

/ e—xéf(g) dé = o~ X(rt+p) /T vg_-"“f(z‘ + i(r + ,0)) dt .
~(r+p) 0

Suivant notre hypothese sur f, il existe une constante C > O telle que pour
tout r > 0, on ait:

f (£ + iCr + p)) | < Celkte/Dtp) pgmetf2 glhter
de sorte que pour tout x € S,
‘e—‘”f(t +i(r+ 5)) l < Celkte/Dtp) p—et/2
et par conséquent pour tout x € S,

(k+e/2) (r+p)
l/ e—-‘ff(g) dg‘ < 2Ce e(/‘+P)|x| )
F(r+p)

€
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L’intégrale sur ~(r + p) se traite de la méme facon, avec une conclusion
identique. En ce qui concerne 'intégrale sur le chemin compact C(r + p),
il suffit de majorer le module de f par une constante (par compacité) pour
conclure. [

7.3.2. Dépendance suivant un parameétre

La transformation de Laplace «a parametre» ne pose pas de difficulté
particuliere : avec les notations de la sous-section précédente énongons le

LEMME 7.4. Si f € Op(U)™® o D un ouvert de C", la fonction
Lf définit une fonction holomorphe dans I’ouvert Py x D ; de plus pour tout
demi-plan fermé S C Py, pour tout compact K C D et pour tout € > 0, il
existe une constante C = C(S,K,e) > 0 telle que pour tout x € S, on ait la
majoration (uniforme en z): '

|1£f(x,2)] < Cem+l,
autrement dit: Lf € Op(P)*P")
De plus si z = (z1,...,2,), a%/j(f) = ,C(—a-a;f).

Démonstration. 1l suffit de reprendre la preuve du lemme 7.3 et de conclure
par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. [

7.3.3. La transformation de Laplace-Borel

Le lemme qui suit est une simple remarque.
LEMME 7.5. Si f € O(C)*®, on a Lf =0.

Mais cela nous permet de définir sans ambiguité la transformée de Laplace
LB(a) de la transformée de Borel d’un élément a € O(P)*P") : pour tout
k>0,

LB(a) .= LBy(a).

Par conséquent, L£B(a) définit une fonction analytique dans ’ouvert P (faire
tendre k vers 0). Plus précisément:
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THEOREME 2. Soit a € O(P)**P") . Alors
,C(B(a)) =a
dans ’ouvert P.

Démonstration. Soit x € § ot § est le secteur fermé de 1’ouvert P
représenté sur la figure 3. D’apres les définitions de £ et B on a:

£(B@) )= [ e B@ @ de
ol B(a) () est défini par: ’Y

B@© = -5 [ et
Si € est sur 4, et par:

B@© =5 [ efavay

si & est sur y_, ou les chemins di , d_ , . et y_ sont représentés sur
la figure 3. On a donc:

ﬁ(B(a)) (x) :/ e_xg;l/ et a(y) a’yd§+/ e_xg—_,—I/ & a(y) dyde .
e 2im J4u _ 2w J,

FIGURE 3

Cela donne en permutant I’ordre d’intégration :

£(B@) (x) = / / e da(y) dy— — / €€ dea(y) dy .
d+ J v+ 2i d— Jy—

i
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En intégrant £ — e¥9¢ e long de v, et de y_, on obtient:

1 V=) &o 1 =% &o

E(B(a)) x) = —— ay)dy + —

2im Jypo Yy —x 2T Jyo y—x

a(y)dy .

Si Cr désigne le lacet représenté sur la figure 4, on a d’apres la formule de
Cauchy :

1 e(y—x) &o
a(x) = ~75; / a(y)dy .
T Je, Yy —X

FIGURE 4

En faisant tendre R vers I’infini on voit que £(B(a)) (x) = a(x) pour tout |
xeS. [

7.4. LE CAS INTEGRABLE

Supposons que la fonction a appartienne & 1’espace vectoriel O(Vg)xP(")
(r > 0) ou Vg désigne I'ouvert

Vg :={x € C\{0} | =6 < Arg(x) < 5},

avec /2 < pB < m.
Reprenons les notations de la sous-section 7.2; en particulier U,(6) désigne
le demi-plan

U0) .= {£ € C| R < —r}.

En adaptant les résultats de 7.2 on voit que le représentant Bi(a) de la
transformée de Borel de a se prolonge analytiquement:
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— sur ouvert
ut= |J 0O
oc[—B,0]
en une fonction notée B,j (a) € O(Uj)exp(k) :
— sur ouvert
vy = |J U®

6€l0, 5]

en une fonction notée By (a) € O(U; )*™® (voir figure 5).

FIGURE 5

Faisons a présent I’hypotheése suivante:

HYPOTHESE 1. La fonction B,j(a) (resp. B, (a)) se prolonge analytique-
ment dans [’ouvert UJ (resp. Uy ).

Désignons alors par *UP le voisinage sectoriel de Dinfini défini par
*UP = U NU; . Une application du théoréme de Cauchy montre alors
la proposition suivante.

PROPOSITION 7.1. Sous les hypothéses précédentes, la fonction a, appelée
le mineur de a, définie pour & € *UP par: a(€) = B, (a) (€) — By (a) (€), ne
dépend pas de k et on a: ‘

~ 1 ’
() = 5= [ eatas,
20T r
ou T est le chemin représenté sur la figure 6. De plus, a € O(*UP)expO)

Le fait que @ appartienne a I’espace vectoriel O(*UP)*PO) est une
conséquence directe des propriétés de croissance a I’infini de B,j (a) et B, (a)
en faisant tendre k vers zéro.

[ ———
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FIGURE 6

PROPOSITION 7.2. Si la fonction a possede un développement
a(x) = Zn>1an;l,; convergent a l’infini, alors la fonction a est entiére et

n—1

ag) = anl an(s_—l)! :

Démonstration. Le développement ) ., a, xi est uniformément conver-
gent pour |x| > R. En prenant pour contour I" un cercle de centre 0 et de
rayon R’ > R, on a:

1
x& — _ —x§
a(é) = / Z an dx = 2z7r an/ = dx ,
ce qui fournit ’expression désirée par un simple calcul de résidus. [
Ajoutons a présent I’hypothese suivante :
HYPOTHESE 2. L’origine est une singularité intégrable de B(a).
Nous pouvons écrire sous ces conditions 1’égalité :
+o0o
[ =@ ©de= [ e aga.
Jy 0

de sorte que le résultat qui suit est un simple corollaire du théoréeme 2.
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COROLLAIRE 7.1. Sous les hypothéses précédentes, on a:
o0
o) = / e aE) d
0
pour tout x dans I'ouvert Vg, ou la fonction analytique a désigne le mineur

de a.

7.5. QUELQUES PROPRIETES

La proposition suivante est une conséquence immédiate du théoreme 2.

PROPOSITION 7.3. L’opérateur de dérivation O se transforme par BB en
’opérateur de multiplication par —&,

B
Deérivation o = multiplication par (—§),
X
L

tandis que [’opérateur de translation E¥ de vecteur w > 0 se transforme par
B en l’opérateur de multiplication par e~ v,

B

Translation E¥ = multiplication par (e”“%).
L
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