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En particulier, on a la relation :

7Z oo ~oo

a{n) a(n) — / a(t) dt.
n> 1 n= 1

1

Démonstration. La fonction x i—» a(n + x) ~ jf a(n + x^ ^x
vérifie clairement les trois conditions qui caractérisent la fonction Ra. De plus,
on a:

f'2 °° oo ç.2 oo r>n-\-1 p oo

/ -t-x) dx yy / ß(ft+x)dx yy / a(t)dt / a(t)dt.
Jl n=0 n=0Jl «=1 1 ^

EXEMPLE 8. En appliquant la proposition précédente à la fonction
x ^ ^rry avec J > 0

> il vient la relation :
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4. Propriétés de la sommation

4.1. Linéarité

Si a et £> sont deux fonctions analytiques de type exponentiel aa < tt et

ab < 7T respectivement dans le demi-plan P {x | 9f(x) > 0}, alors pour
tout À, p dans C, \a + pb est une fonction analytique de type exponentiel

(majoré par) a := Max(aa,ab) < 7r dans le demi-plan P et on a:

E\a-\-(j,b — T pPb -

Il en résulte que l'application qui à une série ^a(n) associe sa somme de

Ramanujan est C-linéaire.

4.2. Translation

Si a est une fonction analytique de type exponentiel a < n dans le demi-

plan P, alors pour tout entier N > 1 la translatée EN(a) est une fonction

analytique de type exponentiel a < it dans le demi-plan P et on a la
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Proposition 4.1. Pour tout entier N > 1,

n n on

a(n) a(l) + * • * + a(N — 1) + ci(n -f- N) J a(t) dt.

u > 1

Démonstration. En sommant pour n 1,..., N - 1 l'équation :

Pain) - Ra(n + 1) a(n),

il vient:
n

a(n) a( 1) + • • • + a(A/" — 1) + Pa(N).
n>\

Il suffit alors (cf. proposition 3.1) de remplacer Ra(N) par J2n>oa^n~^N)

a{t) dt.

Exemple 9. Pour N >2, on a:

n 1 1 ^ 1

7 V - 1 + • • • + In(N) + y —- •^ n N - 1 yn + N
71 >1 ">0

4.3. Dérivation

Si a est une fonction analytique de type exponentiel a < tt dans le demi-

plan P, alors sa dérivée da est une fonction analytique de type exponentiel

a < tt dans le demi-plan P. De plus, en dérivant l'équation aux différences,

on obtient la relation :

Pda — d(Ra) + a{l)

où le terme a( 1) provient du fait que f}2 d(Ra)(t)dt Ra(2) — Ra(l) — —a( 1).
Plus généralement, on montre par récurrence sur n que

Ra>,a d"(Ra) + d"-1a(l).

4.4. Sommation par parties

Si a et b sont deux fonctions analytiques de type exponentiel respectivement

aa < n et ab < tt dans le demi-plan P {x \ > 0}, alors le

produit ab est analytique de type exponentiel a < aa + dans le demi-plan
P. Soient alors u et v deux fonctions analytiques de type exponentiel
respectivement au < tt et av < tt dans le demi-plan P avec au + av < tt D'après
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