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100 J.-M. DE KONINCK ET J. GRAH

la fonction f sur ces ensembles de diviseurs de n. Certains des résultats établis
dans cette section donnent d’ailleurs lieu a plusieurs identités surprenantes.

Les auteurs remercient le rapporteur dont les nombreuses suggestions leur
ont été utiles pour la version définitive de ce travail.

2. PROPRIETES ARITHMETIQUES DE f, f ET f

A

— A ~ — - A
On définit sur F les opérateurs 7, T et T par T(f):= f,T(f):= fet
I(f):=r.
Du prochain résultat, il découle en particulier que toute fonction arithmé-
tique est elle-méme la «moyenne» d’une autre fonction arithmétique.

THEOREME 2.1. L’opérateur T établit une bijection de ¥ sur F.
1l en est de méme pour ’opérateur T.

Démonstration. Pour chaque f € F,

7_"(f)=f_=%(l*f) si et seulement si f=p#*1f

et f(f) fz;; (1%, f) sietseulement si f= (— l)m*u2@f,

d’ou le résultat.

EXEMPLES. Ainsi il est intéressant de se demander quelles sont les images
par 'opérateur T-! ou par 1’opérateur T-1 de certaines fonctions arith-
métiques classiques, soit par exemple les fonctions w, A, A(n) et E(n). On
vérifie successivement que

o(n) = (o + k)(n), ou k(n) = Y. 1,
plln
sin=1,

~ 0
(n) = g(n) g(n) {(_l)m(n) Zp|nlog# sin>1,

A(n) = A(n)t(n?),
E(n) = p(n) = 0(n).
L’opérateur YA” n’est pas injectif. En effet, si on pose g,(n) = t(n)/n,

g,(n) = 2°M/n et g3(n) = 2°M™/n alors

A

A 1
g(n) =&(n) =g =—1][ 1+2/p)
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Les opérateurs T, YA“ et T préservent la multiplicativité et I’additivité.
On a en effet le résultat suivant.

THEOREME 2.2. Sz f est dans o (respectivement dans M), alors
les fonctions f f et f sont chacune dans < (respectivement
dans . /7).

Avant de donner la demonstratlon du théoréme, voyons par des exemples
les allures que prennent f f et f pour des fonctions f additives et mul-
tiplicatives.

EXEMPLES

1) On démontre facilement avec le théoreme 2.2 que
~ _ 1 sin=m?
A(n) = A(n)t(n) =

0 autrement,

soit la fonction caractéristique de I’ensemble des carrés parfaits.

2) Parfois, il arrive que f(n) = f(n); ainsi on a

T(n) = 1(n) = %6((':—)) =[] a+a/2)
o p%lin
et
Q(n) = QO(n) = Q;").

Démonstration du théoréeme 2.2. Si f € ./, la démonstration est presque
immédiate. Nous allons établir la preuve uniquement pour f dans le cas
ou f € .«7; les cas des fonctions f et f avec f € .7, sont presque identiques.

Soit donc f € ./ et soit n et m deux entiers positifs relativement premiers,
alors

_ 1
f(mn) = “(mn) dlz’:m f(d) = W d%n f(d.d,)
dy|m

1
R%?%gbuw”+ﬂ%»
d2m

1 1
. R— d) + ————
T(m)t(n) 5,%%” J(di) + t(m)t(n) dlz||n /()
s |m dy|m

1 1
=——— Y fW@) Y 1+—— Y f(d) ¥ 1

T(m)T(n) dy|n dy|m T(m)t(n) ay|m di|n

= f(n) + f(m) .

Llei résultat est ainsi démontré pour f.
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REMARQUE. La réciproque du théoréme 2.2, comme nous [’avons
montré dans l’introduction, est vraie pour f et pour f . Montrons par un
exemple que ce n’est pas le cas de la fonction f Soit f la fonction
définie par

Q(n) .
F(n) = {2 Lty
w(n) sinon .

Il est clair que f n’est pas additive; or il est facile de voir que f (n)
= &(n) = w(") € .o/, puisque f (n) est mdependante des valeurs de f(d)
ou d|n avec u(d) = 0. C’est pourqu01f e o # fe

1l est intéressant de signaler qu’en général f(n) # f(n). En effet, il est
facile de démontrer que, quelle que soit la fonction arithmétique f,

f (n) = f(n) pour tout n € N & f = ¢, pour une certaine constante c .

A -
La méme affirmation est valable dans le cas des fonctions f et f. Une
observation plus générale sera faite a la section 5.

Par ailleurs, si f € .7,

o

f(n) = % 2 f(pm),
A 1
flmy =2 ; f(p) = 5f(6<n))
1
et f(n) = —f(n)-

Si fe @, alors f(n) = f(n) = f(n)/2. Mentionnons également que
lorsque f € ¥ .7,

f(n)y= Y —f(p)—f(n)
pelln 1+

pelln 1+

en particulier, si f est a valeurs positives on a les inégalités % f(n) < f (n)
< f(n), ce qui est équivalent a f(n) < f(n) < 2f(n)
Par ailleurs si f € .#, alors

_ 1 o
fmy=—1] (1+ ) f(p’”)),

T(n) peiln m =1
A 1
f(n) = [T a+rw)
2(0(”) aln
- 1
et f(n)= [T a+rfpy).
200 Laly



MOYENNES DE DIVISEURS 103
Lorsque f € .4,

f(n) = L [T (+afp)

T(n) pann

et f(n)=finy=—[1 (L +f(p)).

()p|n

Enfin si f € & .4, alors f(n) = 5563 e, 1+ f(0)*).

Il découle donc de ces observations que 7 préserve le caractere tota-
lement additif alors que YA“ applique les ensembles .o/ et .# respectivement
sur .%o/ et sur #.#. En particulier ¥ .o/ et ¥.# sont des ensembles
invariants par rapport a I’opérateur YA" en ce sens que pour chaque f € ¥ &7,
YA”(f) € .o/, et que pour chaque f e ¥4, YA“(f) e Y. #. Par ailleurs,
I’opérateur T préserve les caractéres totalement additif, fortement additif
et fortement multiplicatif des fonctions arithmétiques qui ont ces propriétés
avec la particularité que T = YA“ sur .% .« ainsi que sur .¥./#.

Le prochain résultat précise que si f € .# alors f(8(n)) est le quotient
de deux fonctions chacune d’elles étant une moyenne sur les diviseurs libres
de carrés.

THEOREME 2.3. Soit f e # telle que f(n)#0,Vn>=1 et posons
g=1/f, alors

2.1) f(n) = £(8(n) &(n) .

Sous les mémes hypotheses, on obtient I’équivalent de (2.1) pour f a
savoir

f(n) = f(n)g(n) .

Démonstration. Soit f e .# telle que f(n) # 0, Vn > 1, alors avec
la notation g = 1/f, on obtient

_ f(8(n)) 1
Fny = ;—) T a+ren =200 (1+_)

pln f(p)
S
_ M Y wid)g(d) = f(5(n)2(n) .

200 d|n

EXEMPLE. Si on pose f(n) = —ni alors g(n) = —— et f(n) _ d)(n)/\( )

I’I

suit immédiatement de (2.1). Comme ici f (n) = M Jw//f on a également

f(n) = f(n)&(n).
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o1

n

REMARQUE. Vu que si f(n) = alors f(n) = f(n) (n) et comme
’opérateur T est bijectif, il existe une fonction 4 € # telle que h(n)
=1/ ( )(n) On établit facilement (par la formule d’inversion sur les
diviseurs unitaires mentionnée ci-dessus) que A(n) = ] p]n(l - 2/2p — 1)).
C’est donc dire que q’( ) g’écrit comme le produit de deux moyennes sur les
diviseurs unitaires, pulsque, dans ce cas, 4’51”) = f (n)ﬁ (n). De facon
générale, grace a la bijectivité de T, on peut exprimer toute fonction
f € 4 comme produit de deux moyennes sur les diviseurs unitaires, I’une
d’elles étant f.

Désignons maintenant par © ’opérateur classique de composition des
applications. On peut facilement vérifier que (7_"0 f”)(u) = (TO T ) ().
Ce constat n’est pas exclusif a la fonction p, comme I’indique le résultat
suivant.

THEOREME 2.4. Soit ge o U M#, alors (To T)(g) =(To T)(g),
i.e. g=g. Enparticulier T et T commutent sur I’ensemble des combi-
naisons linéaires des fonctions ge o U M.

Démonstration. Nous allons maintenant établir la preuve dans le cas
ge #. Le cas g€ o/ se traite de maniére analogue et utilise le fait que les
operateurs T et T sont linéaires. Soit donc ge #, alors T(g) =g e .« et
T(g) =g € .#, avec

_ N 1
T(e)(p*) = 8(p") = —— E g(p™

1 m=20
N ) 1
et T(g)(p* =g(pa)=5(1 +g(p%))
d’ou

- - - - - 1 _
(ToT)(g)(n) =TIT(](n) =T(g)(n) = IIII 5(1 +&(p*))

Y e(pr ))

o+ 1 m=20

2.2) =2-om ] (1+

pe|ln

2" (1+a+ y g(p’”))-

T(n) peiln m=0



[
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D’autre part,

S = 1 o b
(ToT)(©) (m=TE@ M= 1] (q+1 E_:Og(pm)

pe|ln
1 o
2.3) =— 1[I ( 2‘1(1+g(p”’)))
(1) pefn \m=0
2—m(n) o
= I1 (1+0t+ D g(p’")).
T(n) pelin m=0

1’égalité entre (2.2) et (2.3) équivaut & g = g. Et le théoréme est
démontré.

EXEMPLES

T(n?)

T(n)

1) On a vu dans l’introduction que si f(n) = 29 alors f(n) =

d’ou

f(n)zzml(n) 11 (1+T(pza)) T (1+_0t__).

2(a+ 1)
D’autre part,

~ 3 w(n) _ 1 3 36
for= ()" @ w1450 - SRR
2 T(l’l) polln 2 203(’7)1-(”)
Or d’apres le théoréme 2.4 on a I’égalité f:(n) = f(n); donc en particulier
T(n36
p%||n

20mg(n) 2(0 + 1)
2) Comme

(1) = A(n)t(n) = {1 sin = m?,

0 autrement,

il suit du théoréme 2.4 que
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