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LA CONJECTURE abc 15

PROPOSITION 3.11.8. La conjecture abc implique que I’équation

xm—1 yr—1

x—1 y—1
n’a qu’un nombre fini de solutions en entiers x>y >1 et m>n>3.

La recherche de solutions pour ’équation ci-dessus est appelée probleme
de Goormaghtigh (voir [6], B25). Avec n =3,(x,y,m,n) = (2,5,5,3),
(2, 90, 13, 3) sont les seules solutions connues.

PROPOSITION 3.11.9. La conjecture abc implique que pour tout
entier d > 1, [’équation

x(x+d)...(x+kd) =y"

n’a qu’un nombre fini de solutions en entiers x>0, k=22, y>0 et
n>=2.

Cette proposition montre le lien entre la conjecture abc et les progressions
arithmétiques. P. Erdés et J. L. Selfridge ont montré en 1975 que I’équation
ci-dessus n’a pas de solution dans le cas particulier d = 1 (voir [33] pour plus
de détails).

4. A LA RECHERCHE DE FORMES EFFECTIVES

Soient a, b et c¢ trois entiers positifs, premiers entre eux et vérifiant
a+ b =c. Soit r=r(abc), le radical de abc. On définit le rapport de
Oesterlé-Masser pour le triplet (a, b, ¢) par:

logc
o=oa(a b,c)=——.
logr

On définit de méme le rapport de Szpiro pour le méme triplet par:

logabc

p=p(abc)=
logr

Ce dernier rapport est lié & la conjecture de Szpiro (voir conjecture 3.1.1)
par les courbes elliptiques E, , . que Y. Hellegouarch [9] a mis au point
en 1972 pour étudier le théoréeme de Fermat. C’est en utilisant ces mémes
courbes que K. Ribet a établit le lien entre la conjecture de Shimura-Taniyama-
Weil et le théoréme de Fermat. Pour un triplet (e, b, ¢) d’entiers positifs

vérifiant @ + b = c et (a, b) = 1, la courbe E, , . est définie par:

Eope: y2=x(x—a)(x+b).
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Si le triplet (a, b, c¢) vérifie, par exemple, a = 0 (mod 16) et b = — 1 (mod 4),
alors E, ,, . est semi-stable et dans ce cas son équation minimale est donnée
par:

y7~+xy—x-”+ar_b_lx2 abx
4 16

Toujours avec les mémes hypothéses, le discriminant minimal de la courbe
E, . est égal & (abc/16)? et la conjecture 3.1.1 donne donc la méme
conclusion que la conjecture abc:

Pour tout € > 0, il existe une constante c(g) > 0 telle que [’on ait:
abc < c(g) (r(abe))3+e.

L’inégalité de la conjecture abc implique que les rapports de Oesterlé-
Masser et de Szpiro vérifient:

lim o(a,b,c)=1 et lim p(a,b,c) =3.

r— oo

Ceci implique en particulier qu’il n’y a qu’un nombre fini de triplets
(a, b, c) d’entiers positifs vérifianta + b = ¢, (a,b) = leta(a,b,c) > 1+ k
ou p(a,b,c) >3+ k, ou k> 0 est fixé. On peut voir facilement que ceci
devient faux pour k < 0. En effet, définissons les suites (x,), (¥,) et (2,)
par xo = 37, yo = 17, zo = 21, et pour tout n > 0,

Xn+1 =xn(xi+2yf,),
Ynse1 = —Y"Q2X5+Y5),
Zn+1 :Zn(x?z—yi,)'

Alors pour tout n > 1,
x>+ yi=6z), (x4, y.)=1 et z,=0(mod 3 x2").
Posons
a, = min(|x, |3, [ya ], 162,1)
¢, = max(|x, |3 |y.13,162,]) et b,=cp—an.
Alors pour n > 1,

| X0 Vnzn |

r(anbncn)=r(6 . ) <(a,b,c)'*<cy,

et donc a(a,, b,,c,) > 1 et p(a,, b,,c,) > 3.
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On peut se poser maintenant naturellement la question s’il existe un triplet
pour lequel I'un des deux rapports o ou p est maximal. Nous avons en fait
la réponse suivante.

PROPOSITION 4.1. La conjecture abc implique qu’il existe un triplet
d’entiers " positifs (a, b,c) Vérifiant (a, by=1 e a+b=c, pour
lequel le rapport a(a, b, c) (resp. p(a, b, c)) est maximal.

Preuve. Admettons la conjecture abc. Supposons qu’il n’existe pas de
triplet (a, b, c) admettant un rapport o maximal. Soit (@, bo, co) un
triplet d’entiers positifs vérifiant (ao, bo)=1 et ag+ bo=co, avec
a(ag, by, co) > 1. On peut donc construire une infinité de relations
(a,, by, c,) telles que pour tout n > 1, a(dx, bo,Cy) > 0(an_15Dbn-1,Cn-1)-
D’autre part, la conjecture abc implique que pour tout reel & > 0, il existe
une constante positive c(g) telle que pour tout n > 0, on ait:

c(e)

o(a,,b,,cn) <1 +¢e+ .
logr(a,b,c,)

Choisissons & tel que 1+ &< a(ag,bo, o). Comme les triplets
(a,, by, c,) sont différents deux a deux, alors d’apres le théoréme de Mahler
(voir [26]), lim r(a,b,c,) = o et donc:

lim a(a,,b,,c,) <1+ ¢&<a(ao,bo, o),

n-— o

ce qui contredit la définition de la suite. []

Les triplets (a, b, ¢) d’entiers positifs vérifiant @ + b = ¢, (a, b) = 1 pour
lesquels les rapports a(a,b,c) ou p(a,b,c) sont proches des valeurs
conjecturales 1 et 3 sont nombreux. Nous convenons de dire qu’un triplet
(a,b,c) est bon pour la conjecture abc si a(a,b,c)>1.4 ou si
p(a, b,c) > 3.8. Dans la suite, on se propose de décrire une méthode de
recherche de bons triplets pour la conjecture abc. Cette méthode est basée
sur la résolution de I’équation diophantienne:

4.2) Ax" — Byn = Cz

en entiers x, y, z ou les entiers A, B, C et n sont donnés et vérifient 4 > 0,
B#0,C>0,n2>2cet (A, B) = 1. Pour chaque solution (x, y, z) de (4.2),
nous prenons les entiers a, b et ¢ parmi Ax”, By” et Cz de telle sorte que
le triplet (a, b, ¢) vérifie 0 < a < b,a + b = cet (a, b) = 1. On calcule enfin
les rapports a(a, b,c) et p(a, b,c) en espérant qu’ils soient bons pour la
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conjecture abc. Pour cela, on doit bien choisir les données A, B et C et on
cherche les solutions de (4.2) dans lesquelles | z | est petit par rapport & C. La
description détaillée de cette méthode se trouve dans [15, 16, 17].

Nous avons ainsi déterminé 86 exemples de triplets (a, b, ¢c) d’entiers
positifs vérifiant ¢ + b =c¢,(a,b) =1 et a(a,b,c) > 1.4 et 103 autres
exemples vérifiant p(a, b, ¢) > 3.8. Nous listons dans les tables 4.3 et 4.4

TABLE 4.3

N. a b c o Auteur

1. 2 310,109 23> 1.62991 Reyssat (1987)

2. 112 32 R8> 22123 1.62599 de Weger (1987)

3. 19.1307 7.292.318 28322 54 1.62349 B-B (1992)

4. 283 51, 132 2838173 1.58076 B-B, Nitaj (1992)

5. 1 2.37 547 1.56789 de Weger (1987)

6. 73 310 21129 1.54708 de Weger (1987)

7. 72.412.3113 111613279 2.33.523,953 1.54443 Nitaj (1994)

8. 53 29317132 115.17.313.137 1.53671 te Riele-Montgomery (1994)
9. 13.19¢ 2305 31311231 1.52700 Nitaj (1992)

10. 31823.2269 173.29.318 21052715 1.52216 Nitaj (1994)

11. 239 58173 210,374 1.50284 B-B, Nitaj (1992)

TABLE 4.4

N. a b c p Auteur

1. 13.19° L 313,112.31 4.41901 Nitaj (1992)

2. 2%.11%2.19° 515.372.47 37,711,743 4.26801 Nitaj (1994)

3. 219.13.103 7l 31153112 4.24789 de Weger (1987)
4. 2357217219 327,107 5153722311  4.23069 Nitaj (1994)

5. 318232269 173.29.318 21052715 4.22979 Nitaj (1994)

6. 174.793.211 229 23,292 g1 4.22960 Nitaj (1994)

7. 51419 233,713 117.372.353 4.22532 Nitaj (1994)

g. 321 72.116.199  2.133.17 4.20094 Nitaj (1992)

9. 5186359 32,476,733 27.1910.79 4.14883 Nitaj (1994)
10. 113.315.101.479 1078 23134567 4.13000 Nitaj (1994)
11.  7.116.43 311 54 217 17° 4.10757 G. Xiao (1986)
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les 11 meilleurs triplets connus actuellement relativement au rapport o
et au rapport p. L’auteur peut fournir, sur demande, la totalité des triplets
dont il dispose. Certains exemples ont été déterminés en méme temps par une
méthode différente par J. Browkin et J. Brzezinski et sont notés B-B (voir [2]).
De maniére exhaustive, N. FElkies et J. Kanapka ont déterminé tous les
triplets d’entiers positifs (a, b, ¢) vérifiant a + b = ¢ <232, (a,b) =1
et a(a,b,c) > 1.2 (communication privée). Récemment, H. te Riele et
P. Montgomery ont déterminé 5 nouveaux exemples en utilisant 1’algo-
rithme LLL de Lenstra, Lenstra et Lovdsz (communication privée). D’autre
part, nous avons continué la recherche de bons exemples pour la conjecture
abc avec une méthode basée sur les approximations p-adiques. Cette méthode
a permis de découvrir 21 nouveaux exemples avec a > 1.4 et 20 autres
avec p > 4.0.

Les tables 4.3 et 4.4 nous permettent de donner la forme effective suivante
de la conjecture abc:

CONIECTURE 4.5. Si (a, b,c) est un triplet d’entiers positifs vérifiant
a+b=c e (a,b)=1, alors c<r(abc)''®¥® et abc < r(abc)**.

Cette conjecture est bien entendu plus faible que la conjecture abc. Elle
permet de déterminer des bornes explicites pour les solutions de certaines
equations diophantiennes. A titre d’exemple, elle implique le théoréme de
Fermat pour les exposants » > 5.

La recherche d’une formule de la constante c¢(g) de la conjecture abc
en fonction de € est un probléme différent. Il faut tenir compte du fait que
lim c(g) = + oo, (Proposition 2.4) et du théoréme suivant, démontré

€ o

dans [13] et [29]:

THEOREME 4.6. Soit 8 > 0. I/ existe une infinité de triplets (a, b, )
d’entiers positifs vérifiant a + b =c, (a,b) =1 et tels que

/log r(abc) )

loglogr(abc)

¢ >r(abc)exp ((4 - 9)
Ce théoreme admet la conséquence suivante:
PROPOSITION 4.7. Pour tout k>0 et tout ki >0, il existe un

triplet (a, b, c) d’entiers positifs vérifiant a + b = ¢, (a,b) =1 et tels
que ¢ > kr(abc) (logr(abc))k:.
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Preuve. Soient k>0 et k;>0. Supposons que tous les tri-
plets (a, b,c) d’entiers positifs avec a+ b =c et (a,b) =1 vérifient
¢ < kr(abe) (logr(abc)) . Soit (a,b,c) un triplet vérifiant ’inégalité
du théoréme (4.6). Alors:

l/log r(abc)

log log r(abc)

r(abc)exp ((4 — 9) < ¢ < kr(abe) (logr(abe))rr,

ce qui donne:

(4 — 8))/logr(abc) < (logk + k;loglogr(abc))loglogr(abc) ,

et donc r(abc) est borné, ce qui est impossible par le théoréme (4.6) et
par le théoréme de Mahler. [

La proposition 4.7 nous donne maintenant le résultat suivant:

PROPOSITION 4.8. Pour tout k > 0, il existe un réel € >0 et un
triplet (a, b,c) d’entiers positifs, verifiant a + b=c et (a,b) =1,
tels que

1
c> — (r(abc))t+e .
Sk

Preuve. Soit k > 0. Supposons que pour tout & > 0, et tout triplet
(a, b, c) d’entiers positifs vérifiant ¢ + b = ¢, (a, b) = 1 on ait:

1
c < — (r(abc))t+e.
gk

Le minimum du second membre de cette inégalité est atteint pour
e = k/logr(abc). Alors, on doit avoir:

c < (%) ' r(abc) (logr(abe))*,

ce qui contredit la proposition 4.7. L[]

5. GENERALISATIONS

La conjecture abc est aussi simple par son énoncé que le théoréme de
Fermat, mais certainement beaucoup plus difficile, et en tout cas sa résolution
aura beaucoup de conséquences en théorie des nombres. L’intérét de cette
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