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Finalement, remarquons que le cas des corps de nombres totalement
imaginaires est beaucoup plus simple :

PROPOSITION. Soit k un corps de nombres totalement imaginaire.
Alors

p (k(Xi,...., X)) =2,3 ou 5,
quel que soit m = 1.

En effet, si k est totalement imaginaire, alors s(k) = 1,2 ou 4 (voir par
exemple [4], chap. XI). Comme tout élément d’un corps de caractéristique
différente de 2 peut s’écrire comme différence de deux carreés, on a
pk(X:,...,Xn)) <5, quel que soit m. Le lemme suivant montre que
si p(k(Xy, ..., X)) =4, alors p’(k(X;, ..., X)) <3. Ceci démontre la
proposition.

LEMME. Soit F un corps de caractéristique différente de 2. Alors
Dr(4) CDrQB).Dr(3) C <Dr(3)> .

Soit H = (—1, —1) ’algébre de quaternions de Hamilton sur F. Soit H'
le sous-groupe additif des quaternions purs de AH. Notons NN la norme réduite.
Alors N(H) = Dr(4), N(H") = Dr(3). Pour démontrer le lemme, il suffit
donc de vérifier que pour tout a € H, il existe b € H' tel que ab € H'.
Mais cette condition consiste en une équation linéaire en trois variables,
laquelle a toujours une solution.
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