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360 A.-M. BERGE ET J. MARTINET

propre (unitaire) ¢ pour o, par exemple ¢ € E*. I’endomorphisme v qui
échange les vecteurs e’ et ¢ et qui est nul sur orthogonal du plan {a, e’) appar-
tient a Z (si @ appartient a £~, on remplace e’ par e). De plus, SC G
est inclus dans I’hyperplan Kerv L Ra sur lequel ¢, (v) est nul ou de signe
constant (m€me démonstration que dans le cas symplectique). On peut
donc construire a partir de » ou de — v un nouveau réseau G-extréme dont
I’ensemble des vecteurs minimaux S N Ker v est contenu dans le sous-espace G-
stable G n Kerv strictement contenu dans G (puisque & n’appartient pas
a Kerv), ce qui est contraire au caractére minimal de G. [

8. CLASSIFICATION DES RESEAUX ISODUAUX DE PETITE DIMENSION

Dans ce paragraphe on considére un élément ¢ € O(E), généralement tel
que c2= +1Id (et o # +1d), et Ion recherche les réseaux oG-isoduaux
strictement extrémes pour o. D’aprés le corollaire 4.9, le nombre s de
couples =+ x de vecteurs minimaux d’un tel réseau est > dim(%;) + 1,
puisque le groupe de Lie %, est contenu dans le noyau du déterminant. Dans
les cas orthogonal et symplectique, on déduit du th. 7.4 les minorations
suivantes:

8.1. PROPOSITION. Soit L un réseau c-isodual c-extréme.

(1) Si L est c-orthogonal, ona s>=pqg+ 1, ou p et q sontles
multiplicités des valeurs propres +1 et —1 de o (p+ qg=n).

(2) Si L est c-symplectique, ona s=2m?*>+ m+ 1 (n=2m).

Le cas de la dimension 2 est facile: les réseaux de déterminant 1 sont tous
isoduaux pour une rotation d’ordre 4, et les réseaux extrémes sont semblables
a A,. (Du reste, on as > 3 par 8.1.) Ceux qui sont isoduaux pour une autre
transformation sont semblables a Z2 ou a A4,.

Les réseaux isoduaux de dimension 3 ont été décrits par Conway et Sloane
dans [C-S3], qui trouvent deux familles. L’une d’elle, qui correspond a une
rotation d’ordre 4, est formée de réseaux réductibles, cf. la fin du §4. L’autre
correspond au cas ou + ¢ est une rotation d’angle . Pour cette famille, il y
a un unique réseau c-extréme, le réseau ccc de [C-S3].

On retrouve ce résultat en utilisant la classification (au sens de la déf. 5.1,
appliquée a I’exemple 2.3) qui est faite dans [Ber]. On montre en effet




DENSITE DANS UNE FAMILLE DE RESEAUX 361

([Ber], 2.8) que les seules classes de réseaux de dimension 3 avec s(L)
= s(L*) > 3 sont représentées (modulo similitudes) par les matrices

1 ¢t ¢ 1 2t—1 —1t
t 1 ), -1/3<t<1/2 et |2f-1 1 -], 1/73<t<1/2.
t ot 1 — 1 — § 1

On voit facilement que les réseaux correspondants sont normaux (et en fait
isoduaux) uniquement pour ¢ = 0 dans le premier cas (il s’agit alors de Z3),
et pour # = /2 — 1 dans le second, ce qui correspond au réseau ccc.

Le but de la suite du § est d’obtenir une classification des réseaux isoduaux
de dimension 4 ayant beaucoup de vecteurs minimaux. Nous nous appuierons
sur la notion de réseau normal (déf. 6.5). Nous donnerons en passant des
résultats un tout petit peu plus généraux.

8.2. THEOREME. Un réseau normal de dimension < 8 possédant une
section hyperplane critique (i.e. absolument extréme) est semblable a I’'un des
réseaux de racines A,, D4, E;.

Démonstration. Soit L un tel réseau, et M une section hyperplane critique
de L, de norme N(L); son déterminant est donné par la formule

N(L)y"-

n—1
n—1

det (M) =

Le minimum de L* est atteint sur les vecteurs primitifs de L* orthogonaux
a M, et I’on a donc

NEwy < @) 1 N
T odet()  det) y'o!

Le réseau L étant normal, la proposition 6.6 entraine 1’égalité
N(L*) = N(L)det(L) /"
En égalant ces deux expressions, on trouve la relation
YD) 2=yl

Or, l'inégalité de Mordell (cf. [Cas], ch. X, §3) s’écrit

2 n—1

YZ_ gYn—l e

Le réseau L réalise donc le maximum vy, de l’invariant d’Hermite, et ce

. , e ) = q . . .
dernier vérifie vy, “ = y"_|, ce qui, pour les dimensions pour lesquelles sa

valeur est connue, i.e. n < 8, ne se produit que pour n =2, n=4 et

n=28 []
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8.3. THEOREME. Soit L un réseau normal de dimension paire
n = 2m, etsoit M une section critique de dimension m de L, de méme
norme que L. Alors, l'orthogonal M+ de M dans L¥* est critique et
de méme norme que L*.

Dans le cas m =2, si % est une base de L formée de vecteurs
minimaux dont les m premiers engendrent M, les m derniers vecteurs
de A* sont minimaux et engendrent M*.

Démonstration. De facon générale, pour toute section M de tout
réseau L, on a det(M) = det(L)det(M+*). Dans le cas qui nous occupe,

.. d m
compte tenu de la proposition 6.6, on a defim) = ji,v((LL.ﬂ)m, et donc

y(M*+)m  det(M) NWM*H)m  NEL)" NMH)™ NMH” .

y(M)m  det(M*) N@M)"  NM)"™ N@L*H™  NELHm

b

puisque M réalise le maximum v, de ’invariant d’Hermite en dimension m,
I’inégalité précédente est une égalité, et I'on a donc Y(M*) =yM) = vn,
et N(M+) = N(L*), ce qui démontre la premiére partie de 1’énonce.

Considérons maintenant la base % = (ey, ...,e,). Pour tout vecteur
minimal x’ de L*, les composantes dans % * de x’ sont les produits scalaires
x’.e;, entiers bornés par (utiliser ’inégalité de Schwarz)

VN(x)N(e;) = YNLHNEL) = YyLHyL) <y, <2,

et donc éléments de {0, = 1}, quel que soit n < 8.
On applique ce qui précéde a un vecteur x’ € M+ et a ses composantes
dans la base (e, ,,...,e;) de M*.

Pour m = 2, M+ est semblable a A, et posséde donc 3 couples de vecteurs
minimaux. Mais x = eF + e, et y = e; — e} ne peuvent étre simultanément
minimaux («méthode des déterminants caractéristiques» de Korkine et
Zolotareff: (x,y) et (ej,e)) doivent engendrer le méme réseau), donc
e; et e] sont minimaux. [

Nous passons maintenant au cas de la dimension n = 4. On utilise la classi-
fication de [B-M;], § 5, ou les réseaux engendrés par leurs vecteurs minimaux
sont répartis en 18 classes (au sens du §5) a4, as, bs,...,a9,be,a9,a,
les deux derniéres étant formées des classes de similitude de A, et de D,; la
classe ao est décrite dans I’exemple 6.4, (2).

8.4. THEOREME. Les réseaux normaux de dimension 4 possédant au

moins 7 couples de vecteurs minimaux sont les réseaux de la classe ao ou
sont semblables a D,.
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8.5. COROLLAIRE. Les réseaux isoduaux symplectiques c-extrémes sont
les réseaux semblables a D,.

Démonstration de 8.5. On sait (prop. 8.1) qu’un tel réseau possede au
moins 7 couples de vecteurs minimaux, et, d’aprés ’exemple 6.4,(2), 'inva-
riant d’Hermite ne posséde pas de maximum relatif sur la classe ay. []

Démonstration de 8.4. Le cas d’un réseau possédant une section hyper-
plane critique de méme norme résulte du th. 8.2, ce qui résoud le cas des classes
di,bs,be,ai et ay,.

Il reste a examiner les réseaux L de I’une des classes a7, b7, c7, ag.

Le cas de la classe b, est facile. Flle est caractérisée par 1’existence de
7 vecteurs minimaux répartis dans 3 réseaux A, ayant un vecteur minimal e
en commun. D’apres le th. 8.3, le réseau orthogonal a e dans L* possede
3 sections minimales de type A4,, et donc 6 vecteurs minimaux. Il est donc
semblable a As, et ’on conclut par le th. 8.2 appliqué a L*.

Pour traiter les trois derniers cas, nous avons utilisé le théoréme 8.3
complété par des calculs explicites de matrices adjointes, conduits en s’aidant
du systeme PARI. Nous illustrons le procédé en traitant ci-dessous le cas de
la classe ag.

Il résulte de [B-M1], §5, que ces réseaux peuvent étre définis dans une
base (e, e, e3, e4) convenable par les matrices de Gram ci-dessous:

2 —1 -1 t
-1 2 u -1
—1 u 2 -1
t -1 -1 2
On trouve N(ef)— N(ey)=2(u—1t)(1 —u—1), expression qui
doit €tre nulle puisque (e;,e,) est un réseau de type A,, cf. th. 8.3. Si
u=1—1 on obtient des matrices représentant ay,. Si # = ¢, on trouve
s N(e) —efes =Q—-1)Qt— 1) et I N(e¥) + e¥. e = 3(2 — 1), expres-
sions qui ne peuvent s’annuler que pour 7 = % (| ¢| ne peut pas dépasser la
valeur 1), cas dans lequel on obtient le réseau L; € ao. [

8.6. REMARQUE. Nous avons recherché les réseaux normaux dans les
classes ¢ et dg (ce qui couvre tous les cas o il y a deux sections minimales
de type A;). La classe ¢ n’en contient pas. La classe de contient une famille
a deux parametres de réseaux normaux, qui sont en fait isoduaux de type
symplectique. Le bord de cette famille est la classe g = a9 U a,. Elle
contient des sous-variétés de dimension 1 formées de réseaux isoduaux de type
orthogonal. En tant que réseaux o-isoduaux de type orthogonal, Li et Dy
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sont c-extrémes pour chacun des systémes de valeurs propres possibles. Ce
sont probablement les seuls.

Nous avons également recherché les réseaux c-isoduaux pour un o de
valeurs propres (+1, +1, —1, — 1) admettant une base de vecteurs minimaux
conforme au lemme 7.1. Outre la famille ci-dessus, on trouve une famille 3
deux paramétres a la fois symplectique et orthogonale avec s = 4. Son bord
est contenu dans I’adhérence de la premiére famille.

Voici des matrices de Gram pour chacune de ces deux familles (renor-
malisées a la norme 2):

[Cas]
[C-S]
[C-S1]
[C-S2]

[C-S3]

2 —1 X ¥y 2 0 t u

-1 2 b% —X—y 0 2 u —t

X y 2 -1 t u 2 0

y -x-y -1 2 u -t 0 2
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