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276 J.-L. CATHELINEAU

4. MULTIRAPPORTS

4.1 Groupoïdes ET «-RAPPORTS

Dans ce paragraphe, on fait quelques remarques sur des invariants liés au
groupoïde m associé à l'espace projectif Pm(F). Notons Pm(F) le
dual projectif de Pm(F). Si (xi, xn; (pi, «.., (pn) est un élément de

(Pm(F))n x (Pm(F))n tel que (p/(xj) ^ 0, où (^) désigne un représentant
vectoriel, on considère l'élément de Fx

T 1
<Pl(Xl)V2(X2) Vn{Xn)

[xi, ...,xn;(pl5 ...,(pw] _ _ _ _ =;——
<Pi(x2)<p2(x3)... <p„(xi)

C'est un invariant projectif de la configuration constituée des « points x,-

et des « hyperplans Ht associés aux (p/. Remarquer que

[*0(1) ' • • • 5 *C(H) J (Po(l)î • • • > ^PG(«)] [* 1 • » *9 Xn (p i (p n ]

pour tout élément o du groupe engendré par le cycle (12...«).
On appelle [xi9 xn \ cpi, (p„] le «-rapport de cette configuration; on

le note aussi [xx fxn; H\ 9 Hn]. Si m 1 et « 2, on a exactement

[*1,*2Î yi, yz] r(xl9x2;yi,y2)

Pour x\, x„;cp cp„ comme ci-dessus, posons ai^(xi)xi+1>
n Hi pour i ^ n et an <Xi, xn) n Hn.

Proposition 4. On a dans le groupoïde l'interprétation géométrique

suivante du n-rapport

[Xif ...,xn; (pi, (pj =/„° A-i ° ° /i
où fi^Xi^Xi^i pour i * n et fn xn + 1^xl.

Preuve. Il suffit de remarquer que l'application linéaire p~l(xi)
~^p~l(xi+1) dont le graphe est conjugué harmonique de p~l(ai) par

rapport à p ~1 (x,-) et p~l(xi+1) associe à X; le vecteur _ x xi+ j.f r+ 1 (*/+ l)

Montrons sur un exemple comment les «-rapports apparaissent naturellement

dans certains invariants projectifs. Soit V un F-espace vectoriel de

dimension finie et F* son dual, si o e Sn est une permutation, l'application
multilinéaire

IG:Vn x (V*)n^F
n

(xi, <p m- J] <p,(*0(i))
/ - 1
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est invariante sous l'action diagonale de GL(V) dans Vn x (V*)n (il est bien

connu [14] que ces fonctions jouent un rôle en théorie des invariants). Par

suite, si (xi, ...,x„;(pi, ...,(p„) sont comme précédemment et si o,[ie5„,
on obtient un invariant projectif /0)[là valeurs dans Fx en posant

/G(xi, ...,x„;(pi,Ja, n (%1 } '"> %n > Ql > •••> Q77) —

/^(xl5 ...,x„; (Pi, cpj

Soit alors

(ù,C, ••*,4) UiJz> Ji) (tl9t2, --,ts)
la décomposition en cycles de la permutation o ~1 p, on vérifie facilement la
relation

Ja^(xu ...,x„; (p(p„) [x0(/l), ...,xo(/yt); (p/l? cp/J

5 •••? Xo(ji) ' ^y'i > •••> Qy'/] ' ' ' L^oCq) J •••) -*"a(/v) 5 Ip/j 5 •••> Q/s] •

4.2 Remarques sur un invariant de Goncharov

Considérons X\, xn, y{, yn, 2n points en position générale de

p«- et posons

[[xi x. m.,, Xg, y i, yn]J [xi, xn \ Hi, Hn ]

où Hi est l'hyperplan (y{, ...,yn ...,yn); on obtient un invariant projectif
qui vérifie en particulier

[[*i ,x2;yl,y2]]-(rix2;y,y2)) 1

Soit «dét» le déterminant dans une base arbitraire de F"+1, d'après la
définition du n-rapport, on peut écrire

[[1t,,...,xn;y,,...,yn]] F", xf)
^

II / i dét (y i, y j 9 xn, xf||)
où t est la permutation cyclique (12...n); en particulier si on prend comme
coordonnées homogènes de xl5 ...,xn)ylt ...,yn

an aln 1 0 0

0 1 0

an\ • • ann 0 0 1

on a l'expression

#11 #22 * ' ' #77«

#12 #23 ' ' ' #/7l
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