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fait que la méthode de Minkowski donne pour chaque réseau deux bases
opposées I’une de I’autre; les réseaux pour lesquels cette méthode fournit plus
de deux bases (réseaux carrés et hexagonaux) sont projetés sur les deux points
singuliers de la surface modulaire.

4. UN SYSTEME DE COORDONNEES SUR L’ESPACE DES RESEAUX

Nous allons définir une autre méthode pour fixer des coordonnées, qui
conduit & des calculs plus faciles. Etant donné un réseau dans R? (identifié
a C pour la commodité de notation), on définit pour chaque point x du réseau
Pintervalle horizontal ouvert H,=]x — 1,x + 1[. La demi-droite verticale
issue de x recoupe au moins un autre intervalle horizontal: en effet, soit le
réseau contient un vecteur vertical, et cette demi-droite rencontre un autre
point du réseau, soit il n’en contient pas, donc les deux vecteurs d’une base
du réseau ont des abscisses rationnellement indépendantes, et il y a des points
du réseau arbitrairement proches de la demi-droite.

Soit H, le premier intervalle rencontré, et supposons que le point de ren-
contre soit a gauche de y. Ce point de rencontre peut s’écrire x + ic = y — a;
on appellera V, lintervalle vertical [x, x + ic[ qu’il définit. On prolonge
ensuite vers la droite tous les intervalles horizontaux jusqu’a rencontrer un
intervalle vertical, ce qui est toujours possible par un raisonnement du méme
type que ci-dessus. Par symétrie, pour tout intervalle V., il existe un seul H,
dont le prolongement le coupe; on écrira z + b = x + id le point d’inter-
section. Il est clair que (a, c) et (— b, d) sont des vecteurs du réseau, et on
vérifie sans peine qu’ils forment une base (cf. Fig. 4; en fait, cette construction
donne un domaine fondamental pour le réseau formé de deux rectangles, I’un
de base g et de hauteur d, I'autre de base b et de hauteur ¢). On vérifie
immeédiatement que 'on a, par construction, 0 <a<1l1<bet 0<d<ec.

Si le premier point de rencontre avec H, est a droite de y, on peut faire
la construction symétrique, et on obtient une base (a,c), (— b, d) avec
O<b<l<<aetld<Kc<d.

Cette construction tombe en défaut dans deux cas:

— si le premier point d’intersection est égal & y; dans ce cas le réseau
contient un vecteur vertical, et on peut trouver une base de la forme

(0,¢), (—b,d) avecd < c, b > 1 (et aussi une base de la forme (g, ¢), (0, d)
avec c < d,a > 1),

— si le premier point d’intersection est contenu dans deux intervalles
horizontaux, et dans ce cas le réseau contient un vecteur horizontal, et il y a
une base de la forme (a, 0), (— b, d), avec b < a < 1.
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FIGURE 4

On peut remarquer que le premier cas correspond a des points dont I’orbite
positive tend vers ’infini sur la surface modulaire, et le second cas a des points
dont ’orbite négative tend vers ’'infini; par exemple, une base de la forme
0, ¢), (— b, d) devient (0, ce~"?), (— be’?,de~"?) sous I’action du flot
géodésique, et ’application ¢ définie ci-dessus lui fait correspondre le nombre
complexe d/c + ie'b/c, qui est contenu dans le domaine fondamental donné
ci-dessus des que d/c < 1/2 et tend vers 1’infini.

Pour résumer, nous avons montré qu’il existe un domaine fonda-
mental pour ’action a gauche de SL(2,Z) sur SL(2,R) formé de matrices

a ¢
( b d) , ou (a, b, c,d) appartient 2 I'un des 3 ensembles suivants:

Qo=1{(a,b,c,d)eR*|ad + bc=1,0<b< 1K
Q,={(a,b,c,d)eR*|ad + bc=1,0<a< 1<
Q,={(a,b,0,d)eR*|ad=1,0<b<a<11}.

a,0 <c<d}
b,0<d<c}

Le choix pour les inégalités strictes ou larges sur les bords de Q, et Q; est
assez arbitraire, puisqu’il y a des identifications entre les bords; en particulier
le bord a = 0 de Q, s’identifie au bord b = 0 de Q,, I’identification étant
donnée par la formule:
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Il peut &tre utile d’interpréter ces domaines de la facon suivante: tout
réseau ne contenant pas de vecteur horizontal posséde un unique domaine
fondamental formé de deux rectangles alignés, le plus étroit étant de largeur
inférieure a 1, le plus large étant plus haut que I’autre, et de largeur supérieure
a 1 (cf. Fig. 4). On peut alors prendre comme coordonnees les deux largeurs
et la plus petite des hauteurs; 'autre s’en déduit puisque I’aire du domaine
fondamental est 1. On retrouve le fait, évident sur les équations, que les
domaines Q, et Q, sont de dimension 3; Qo (resp. €,) correspond au cas ou
c’est le rectangle de droite (resp. de gauche) qui est le plus grand. Quant
a Q,, il correspond aux réseaux contenant un vecteur horizontal petit; le plus
petit rectangle est alors de hauteur nulle, et I’on ne peut plus assurer que la
largeur du plus grand rectangle soit supérieure a 1.

5. LE CODAGE DU FLOT GEODESIQUE

Dans ces coordonnées, le flot géodésique s’écrit simplement, du moins
localement:

g(a, b,c,d) = (e"%a,e’?b,e~2c,e~12d) .

Mais pour ¢ assez grand, les deux premiéres coordonnées sont plus grandes
que 1 (sauf dans le cas particulier ou I’une d’entre elles est initialement nulle),
et ’on traverse le bord du domaine fondamental; il faut alors faire une identifi-
cation pour poursuivre I’orbite a partir d’une autre face. Pour décrire
compléetement le flot, il faut étudier cette identification.

Le domaine Q, peut €tre paramétré par les 3 coordonnées a, b, c,
puisque d = (1 — bc)/a, et plongé dans R3 (cf. Fig. 5); il posseéde alors
cing bords, dont trois, donnés respectivement par les équations
b=0,c=0,c=1/(a+ b), sont formés de segments d’orbites du flot
géodésique. Les deux derniers sont Xy, d’équation a = 1, sur lequel le flot est
rentrant, et Ay, d’équation b = 1, sur lequel le flot est sortant. Le bord X,
peut &tre paramétré par (b,c), avec b e [0,1[ et ce [0,1/(b + 1)[; on
reconnait le domaine ¥ du paragraphe 1. Le bord A, peut, lui, étre paramétré
par (a,c), aveca>1letce [0,1/(a + D][.

On peut de méme paramétrer Q;, cette fois par (a, b, d), et définir un

bord rentrant X, paramétré par (@, d), et un bord sortant A;, paramétré
par (b, d).
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