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34 P. ARNOUX

biinfinies a valeurs enti€res strictement positives. On vérifie immédiatement
que I est le complémentaire, dans le carré 10, 1[ x]0, 1], des orbites (pour T 1)
des points de la forme (x, 0) ou (0, y). Cet ensemble est de mesure pleine,
invariant par T,, et la restriction de T . & I est une bijection.

De méme que l’on a, pour le développement en fraction continue,
a, = f(T"-1(x)) avec n entier positif, on a ici a, = f(T7 '(x,y)) pour
tout n dans Z, ou ’on définit f par f(x,y) = [1/x] (numéro du rectangle
qui contient le point (x, y)). Cette formule montre que 1’application de codage
qui a (x,y) associe la suite (@,),cz conjugue T, au décalage S sur N*“
(S est P’application qui a la suite (#,),cz associe la suite (v,),cz définie
par v, = Upy1).

2. LE FLOT GEODESIQUE SUR LA SURFACE MODULAIRE

Du point de vue algébrique, le flot géodésique sur la surface modulaire est
I’action a droite sur le quotient SL(2,Z)\SL (2, R) du groupe des matrices

et/2 O
diagonales positives, de forme g, = ( ) .
O e~ /2

Pour justifier ce nom de flot géodésique, il faut rappeler un peu de
géométrie. On nomme demi-plan de Poincaré I’ensemble H = {x + iy |y > 0}
des complexes a partie imaginaire strictement positive, muni de la métrique
(dx? + dy?)/y?. Le groupe SL(2, R) agit a gauche sur H par

a c az + ¢

(b a’) T bzt d
et cette action est isométrique. On vérifie facilement qu’elle est transitive, et
que le stabilisateur du point 7 est le groupe SO(2, R), donc le demi-plan de
Poincaré s’identifie a I’espace homogeéne SL (2, R)/SO(2, R). Le stabilisateur
agit transitivement sur le cercle unité du plan tangent a i, donc SL (2, R) agit
transitivement sur le fibré unitaire tangent du demi-plan. Le stabilisateur du
vecteur tangent vertical en 7 est {I/d, — Id} (I’action de la matrice — Id sur H
est triviale), et le fibré unitaire tangent s’identifie au quotient PSL (2, R)
de SL(2,R) par son centre {+ Id}. Par raison de symétrie, la courbe

et/2 0

v() = e'i = ( 0 e-u2

qu’elle est paramétrée par sa longueur (c’est de 1a que vient le facteur 1/2 dans
la définition de g;). Puisqu’une isométrie transforme géodésique en

) . I est une géodésique, et un calcul facile montre
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géodésique, la courbe M . y(¢) est aussi une géodésique, on en déduit que le
flot géodésique du demi-plan de Poincaré se représente matriciellement par
’action & droite sur PSL(2, R) du groupe {g;|? € R}.

On vient de voir que les géodésiques de H sont les images d’une droite
verticale par les isométries; le groupe des isométries est engendré par des
translations horizontales et des inversions centrées sur 1’axe des abscisses, ce
qui permet de retrouver un fait classique: les géodésiques du demi-plan de
Poincaré sont les demi-droites verticales et les demi-cercles centrés sur I’axe.

La surface modulaire est le quotient du demi-plan par l’action du
groupe PSL(2,7Z), qui est engendré, en tant que groupe agissant sur H,
par les applications z+ z + 1, de domaine fondamental — % <z < %, et
z= — 1/z, de domaine fondamental (au bord prés) |z|> 1; on en déduit
qu’un domaine fondamental pour I’action du groupe est contenu dans
'intersection de ces deux domaines, et I’on peut montrer qu’au bord prés, cette
intersection est en fait un domaine fondamental (cf. Fig. 3).
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FIGURE 3: LE DOMAINE FONDAMENTAL POUR L’ACTION DE SL 2,7Z)

Cette surface est isomorphe & une sphére privée d’un point avec 2 singula-
rités. Son fibré unitaire tangent est isomorphe a PSL(2,Z)\PSL 2, R)
= SL(2,Z)\SL(2, R), et on retrouve bien pour le flot géodésique la forme
annoncée au début de la section.
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