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304 P. DE LA HARPE ET G. SKANDALIS

Pour tout g € G de projection canonique ¢ € H,\ G, I'image (v ;)& par g de
la mesure v; sur Q ne dépend que de g, et nous avons noté (v j)é cette mesure
image. Il est & nouveau évident que (A;)— Y v, » A; est une application
lipschitzienne, et qu’elle est G-équivariante pour les actions a droite naturelles
de G a la source et au but.

On obtient par composition ’application 277 — Prob () annoncée, qui
applique un vecteur unité f = (f;), sur la mesure de probabilité

jeJ

vi= L s v)ELfi (@) [2du,(g) -
H\G

Supposons alors qu’on ait
16< @ Ind§, (1u) .

jeJ
Il existerait dans 277 une suite de vecteurs

(fn)n;l = ((fj,n)je])n>1

asymptotiquement G-invariante au sens ou

lim sup ¥ | Ind$§ (1) k=) (fin) = fin |2 =0

n—>o kek jeld
pour toute partie compacte K de G. Il en résulterait que la suite corres-
pondante (vr, ),>1 de Prob(Q) serait aussi asymptotiquement invariante au

sens ou

=0

lim sup || (v )% — vy,

n—- o kek

pour toute partie compacte K de G. Quitte a passer a une suite extraite, on
obtiendrait a la limite une mesure de probabilité G-invariante sur Q, en
contradiction avec les hypothéses du lemme. L’hypothése de contenance faible
ci-dessus est donc impossible, et la preuve est achevée. [

4., PREUVE DES RESULTATS DE L’INTRODUCTION

Enoncons d’abord le raffinement suivant du théoréme A.

THEOREME B. On consideére des groupes localement compacts Gy, Gr
un réseau

I'CG=GygXxXGr

et un sous-groupe S de G contenant T', ayant les propriétés suivantes.
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(a) Le groupe Gy agit par homéomorphismes sur un espace compact Q
et il n’existe aucune mesure de probabillité Gy-invariante sur Q. De plus,
pour tout x € Gy — {e} tel que (x,e)e S, il existe une mesure de
probabilité Z(x, Gy)-invariante sur Q.

(b) Le groupe Gr possede la propriété (T) de Kazhdan. De plus, pour
tout x € Gr — {e}, le centralisateur Z(x,Gr) n’est pas de covolume fini
dans Gr.

Alors S n’est pas intérieurement moyennable.

Preuve. Notons Br la restriction a I' de la représentation o g définie au
chapitre 2. Soit ¥ un systéme de représentants des orbites de 1’action de T’
sur S — {e} par (y,s)— ysy~!. On a

Br = @ I”dg(s,r)(ll(s.r)) .
SEL
Si S était intérieurement moyennable, on aurait 15 < ag, donc 1 < By par
restriction a I'. 11 suffit donc de supposer que 1+ < Br et de montrer qu’on
obtient une contradiction.

Si on avait 1< Br, on aurait par induction de I' &8 G (comme au
lemme 4) la relation
(%) lo < @ md§, g z60) -

seXL
Pour tout s € X, écrivons
S=(Su,ST)EXLCSCG=0CgXGr.
Posons
TH =Y N (Gy X {e})
ainsi que
XT=% - XH,

Le membre de droite de la relation (%) se décompose naturellement en une
somme de deux termes, chacun étant lui-méme une somme sur 'un des
ensembles X, X7, Or une relation de contenance faible de la forme
Ir< @1<nen (M) ou N est un nombre fini implique que 1 < 7w, pour ’'un
des n au moins. Il résulterait donc de (x) que ’une au moins des relations

(%n) lg < @ IndS, 61z 0)
serH

(*7) e < @ Ind3 5 (126 6))
sexT

aurait lieu.
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Supposons d’abord que (x7) ait lieu. Pour tout s = (sy,sr) € X7,
posons

H(s) = Gy X Z(s1, Gr) .
Le lemme 4.ii implique que 1’on aurait

lg < @ I”dg(s)(lH(s))

sexT

et donc aussi la relation équivalente

lGT < @ Ind (ST GT)(IZ(ST GT))

sexT

Comme s; # e pour tout s € X7, les hypotheses du théoréme stipulent
que Z(s7, G7) n’est pas de covolume fini dans G+. La derniére relation de
contenance faible ci-dessus serait donc en contradiction avec le lemme 5.

Supposons alors que la relation (x g) ait lieu. Le méme argument que plus
haut implique que I’on aurait aussi

seXH

Vu les hypothéses du théoreme B, il existe sur € une mesure de proba-
bilit¢ Z(sy, Gy)-invariante. La derniére relation de contenance faible
ci-dessus serait alors en contradiction avec le lemme 6 appliqué a8 Gy agissant
sur Q. [

Preuve du théoreme A. 11 suffit de vérifier que les hypotheéses
du théoreme A impliquent celles du théoréme B lorsque S =1TI. Soit
x € Gy — {e} tel que (x,e) € I'. L’hypothése (c) du théoréme A implique
que x est d’ordre infini; comme I" est discret dans G, cela implique que x?
n’est pas relativement compact. L hypothese (a) du théoréme A implique donc
I’hypotheése (a) du théoreme B. Comme les hypotheses (b) coincident dans les
deux théorémes, ceci achéve la préuve du théoréme A. [

Preuve de la proposition 2. Soit G =[], .,4G., avec G, = G(k,)
simple non compact et de centre réduit a {e}, comme a la proposition 2. On
peut supposer les notations telles que A = B LI D, avec Gy de rang déployé
un pour tout f € B et avec G5 de rang déployé au moins deux pour tout
8 € D. On pose alors Gy = [[4.5Gp et Gr = [[5.,Gs. On considere un
réseau sans torsion I'y de G = Gy X Gr. Vérifions les hypotheéses du
théoréme A.
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(a) Pour chaque P e B, le groupe Gp agit par isométries sur un
espace X qui est un espace hyperbolique appropri¢ (lorsque kg est
archimédien) ou un arbre (dans les autres cas). Notons Qg le bord de Xj (a
la Gromov). Soit gy € G tel que gg n’est pas relativement compact dans Gg.
Alors g a exactement un ou deux points fixes dans Qp, et il existe sur g
une mesure de probabilité Z(gp, Gg)-invariante (a support ces un ou
deux points).

Le groupe Gp agit sur la réunion disjointe Q = . Qp par
((gp)pen)x = gp,x pour x € Qp.

Soit pn une mesure finie G-invariante sur Q; pour tout f € B, la mesure
induite pg sur Qg est Gg-invariante, donc réduite a zéro puisque Gg n’est pas
moyennable; par suite p = 0. Soit g = (gp)pe 5 € Gy tel que gZ ne soit pas
relativement compact dans Gpg; il existe By € B tel que (gg,)% ne soit pas
relativement compact dans Gg,, et par suite il existe comme ci-dessus une
mesure de probabilité Z(gp,, Gg,)-invariante sur Qg ; en prolongeant cette
5p,2p, On obtient une mesure de probabilite
Z (g, Gy)-invariante sur Q. L’action de Gy sur Q vérifie donc bien les
hypotheéses (a) du théoréme.

mesure par zéro sur

(b) Le groupe Gr a la propriété (T) car c’est un produit direct de
groupes qui ont cette propriété. D’autre part, pour tout § € D et pour
tout xs € G5 — {e}, le centralisateur Z(xs, Gs) n’est pas Zariski-dense
dans Gs. Il résulte donc du théoréme de densité de Borel que Z (x5, Gs) n’est
pas de covolume fini dans G; (voir [Zim, Theorem 3.2.5] si le corps local k3
est archimédien, et [Wan] sinon). Par suite, si x = (x5)s<p € Gr — {e},
ona Z(x,Gr) = [lsesZ(xs,Gs) et Z(x, G7) n’est pas de covolume fini
dans Gr = [[sep Gs.

(c) Cette hypothése du théoréme A est strictement contenue dans les
hypothéses de la proposition 2. [

Le théoreme B permet par exemple de généraliser comme suit 1’énoncé de
la proposition 2. On considére un groupe G = [M,.,.Ga=GygxGry
comme dans la preuve précédente.

PROPOSITION 2%, Soit G comme ci-dessus et soit T un réseau
de G tel que T n(GyXx{e}) soit sans torsion. Alors tout sous-
groupe S de G contenant I est non intérieurement moyennable.

Notons d’une part que S n’est pas nécessairement fermé dans G, et d’autre

part que ’assertion de non moyennabilité intérieure porte sur S vu comme
«groupe discret».
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Preuve de la proposition 1. Elle résulte de la proposition 2, comme
indiqué dans l’introduction. [

Avant d’entreprendre la preuve de la proposition 3, considérons un
corps k muni d’une valeur absolue

k > R,
Ao |

par rapport a laquelle k est un corps local (c’est-a-dire est localement compact
et non discret). On sait qu’une telle valeur absolue posséde un prolongement
unique a une cléture algébrique k, de k [Wae, Section 18.4] et donc a la
complétion correspondante K de k,. La droite projective P}( hérite ainsi
de K une topologie qui rend continue ’action naturelle de PGL (2, k). (On
prendra garde que P,l( n’est en général pas compact, car K n’est en général
pas localement compact.)

Soit x €e PGL(2,k), x # e un ¢lément représenté par une matrice
x e GL(2,k) de valeurs propres A;,A, € k,. Rappelons que x est dit
hyperbolique [respectivement parabolique, elliptique,] si |Ai|# |\, ]
[resp. A1 = Az, Ay # Ay et |A1]|=]|A,[]. Ainsi x posséde exactement deux
points fixes sur Py si x est hyperbolique ou elliptique, et un point fixe
si x est parabolique.

Pour un élément hyperbolique # € PGL (2, k), on note w, le point fixe
correspondant a la valeur propre A, de / telle que | Ao, | = max{| A, | A2 |},
et o, I’autre point fixe de 4 dans P;. Etant donné des voisinages A4,, Q, de
o,,®, dans P;(, il existe alors un entier n, tel que

hn(Py — A, uQ,) CA,uQ,
pour tout 7 tel que || > ny.

LEMME 7. Soient k un corps local et S un sous-groupe de PGL (2, k).
On suppose que

(i) S ne contient pas de sous-groupe résoluble d’indice fini,

(ii) S contient un élément hyperbolique.
Alors S n’est pas intérieurement moyennable.

Preuve. Soit hye S un ¢élément hyperbolique de points fixes
0o, € Py. Le groupe S est Zariski-dense dans G = PGL(2,k),

car les sous-groupes algébriques connexes de G distincts de G sont
résolubles. Il existe donc x;,Xx,,x3; € § tels que les huit points oy, W,
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et x;(0o), x;(wo) (I <£j<3) sont distincts. Pour je{l,2,3}, on pose
h; = x;hox; ' et on note a;, ®; ses points fixes. Quitte a remplacer chacun
des éléments kg, iy, h,, b3 par une puissance convenable, on peut alors
trouver

des voisinages E; de {a;, ®,} disjoints deux a deux (1 </ < 3) et

un domaine fondamental D pour laction de k7 sur Py — {ao, @}
contenant les E;

tels que

h}(Px — E;)) CE; pourtous neZn#0etje{l,2,3}.

Posons
C=P,—-D
s posséde un point fixe dans C
T=({seS—{e} P p .
s ne possede aucun point fixe dans E; U E, U Ej

On vérifie qu’on a

S—{e}= T v hoTh(;IUh(;lTho

(*) T, hThi"', h,Thy"', h;Th; ' disjoints deux a deux .

En effet, tout élément s € A, Th, ! posséde un point fixe dans E, (par suite
s¢ T) et n’en posséde aucun dans £, U E;, sinon /1, 'sh, € T en posséderait
dans h;'(E,u E;) C E;, contrairement a la définition de 7 (par suite
s¢h,Thy ' U h3Thy'); les autres vérifications sont analogues.

Il résulte de (x) que S n’est pas intérieurement moyennable. (Voir [HaS];
un argument de ce type apparait dans la preuve du théoreme 5 de [BeH], mais
n’y est pas correct, car une transformation elliptique de ’arbre de Bruhat-Tits
concerné peut posséder plusieurs points fixes.) [

Remarques. (1) Si k est de caractéristique nulle ou impaire, on sait qu’il
existe une extension finie de k contenant les racines de tous les polyndmes du
second degré a coefficients dans k, donc les valeurs propres de toute matrice
x € GL(2,k). Mais ceci n’est pas vrai lorsque k = F,((¢)), d’ou 'introduc-
tion du corps K ci-dessus.

(2) Consideérons le sous-groupe S = PSL(2,Z) du groupe G = PSL(2,Q),).
Le groupe S ne contient pas de sous-groupe résoluble d’indice fini, et ne
contient pas d’élément hyperbolique (car S est contenu dans le sous-groupe
compact PSL(2,Z,) de G). Pour la preuve ci-dessus, on ne peut donc pas
supprimer du lemme 7 I’hypothése (ii).
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On peut sans doute supprimer (ii) en raisonnant comme au lemme 4.1
de [Tit], ce qui pour P’exemple ci-dessus revient & plonger PSL (2, Z) dans
PSL(2,R). Mais la preuve du cas général sans I’hypothése (ii) dépasse
I’ambition du présent travail.

Preuve de la proposition 3. L’assertion pour d = 2 résulte du lemme 7.
L’assertion pour d > 3 résulte du théoréme B. [

Le premier auteur remercie Bachir Bekka, Marc Burger et Alain Valette
pour d’utiles commentaires.
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