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(viii) D’apres le n° 4.1, tout I'-module & droite E de rang fini est muni
canoniquement d’une structure de C-comodule & gauche de rang fini (et
inversement). Plus précisément, si (v;);<; est une base de E, et si I’on a
(5) vy = Y cij(y)v;, avec c¢;eC,

jel
le coproduit de E est donn¢ par:
(6) dp(v;)) = Y ¢; ®v; .
jel

(ix) La correspondance définie ci-dessus entre I'-modules a droite de rang

fini et C-comodules a gauche de rang fini est compatible avec les opérations

«produit tensoriel» et «contragrédiente»; cela résulte de ce qui a été dit au
n° 3.2, combiné avec (vii) ci-dessus.

Remarque. On peut caractériser G = Spec(C) par la propriété universelle
suivante: tout homomorphisme de I" dans le groupe H(K) des K-points d’un
schéma en groupe affine H se prolonge de maniére unique en un morphisme
G — H. Le foncteur I' = G est donc adjoint du foncteur H +— H(K).

4.3. L’ENVELOPPE D’UN GROUPE RELATIVEMENT A UNE CATEGORIE DE
REPRESENTATIONS

On conserve les notations du numéro précédent.

DEFINITION 1. Soit L une sous-catégorie pleine de la catégorie -des
I'-modules a gauche de rang fini. On dit que L est saturée si L vérifie les
conditions suivantes.:

a) Si EelL etsi F estisomorphe, soit @ un quotient de E, soit a
un sous-objet de E, ona FelL.

b) L est stable par somme directe finie, produit tensoriel et contra-
grédiente.

¢) La représentation unité (de module K) appartient a L. (Bien
entendu, on a une notion analogue pour les I'-modules & droite.)

THEOREME 1. Si L est saturée, il existe une sous-bigebre C; de
C(T') et une seule telle que L soit la catégorie des C.-comodules a droite

de rang fini. La bigébre C, contient I’élément 1, vérifie les axiomes du
n° 3.1, et est stable par l’inversion i.

Cela résulte des props. 2 et 3 du n° 3.3.
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DEFINITION 2. Le schéma G = Spec(C;) est appelé I’enveloppe de T
relativement a la catégorie saturée L.

Les propriétés suivantes de G, résultent de sa définition et de ce qui a été
démontré dans les paragraphes précédents:

a) Gy est un quotient du schéma en groupes G défini au n° précédent.

b) On a un homomorphisme canonique I' = G (K). De plus, tout sous-
schéma fermé de G; contenant ’image de I' est égal a G, (cela exprime
simplement le fait que les éléments de C, sont des fonctions sur T'). En
particulier, ’image de I" dans G (K) est dense pour la topologie de Zariski.

c¢) Le schéma G; est absolument réduit.

d) La bigébre C; est réunion des cogebres Cg attachées aux éléments £
de L.

e) Si E € L, soit G I’image de la représentation p: G; = GLg attachée
a E (cf. n°® 3.5). Le groupe Gz est I’adhérence (pour la topologie de Zariski)
de I'image de I' dans GLg(K) = Aut(E).

f) Soient E, E, € L. Pour qu’il existe un morphisme Gg, — Gg, tel que
le diagramme

v ~
Ge (K) = Gg(K)

soit commutatif, il faut et il suffit que £, soit isomorphe a un quotient d’une

Vv
sous-représentation d’une somme directe de représentations & "(E; @ Ei).
L’homomorphisme Gg, = Gg, est alors unique.

g OnadgG-= lig_n.GE (vis-a-vis des morphismes définis ci-dessus).

h) Soit K; € Algg et soit vk, le foncteur de L dans Modg, défini
par E—~ K, ® E. 11 y a une bijection canonique (cf. n° 3.4) du groupe
G, (K,) sur le groupe des automorphismes du foncteur vg, commutant au
produit tensoriel et triviaux sur le module unité K.

Remarque. La détermination explicite de G, (pour I' et L donnés) est
souvent un probléme non trivial. On en verra quelques exemples au §5 (voir
aussi les exercices du §4).

Exemples

a) On peut prendre pour L la catégorie de foutes les représentations
linéaires de T'; le groupe G est alors le groupe G du numéro précédent.
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b) Supposons que K soit un corps topologique (resp. un corps valué
complet non discret) et que I soit muni d’une structure de groupe topologique
(resp. de groupe de Lie sur K). On peut prendre pour L la catégorie des
représentations continues (resp. K-analytiques) de rang fini. Une fonction
f € C appartient a la bigebre C, correspondante si et seulement si elle est
continue (resp. analytique): cela se vérifie sans difficulté. Le schéma G, est
appelé simplement /’enveloppe du groupe topologique I' (resp. du groupe de
Lie T'). On peut le caractériser par la propriété universelle suivante: si A est
un groupe algébrique linéaire, tout homomorphisme continu (resp. analytique)
de T dans le groupe topologique (resp. de Lie) H(K) se prolonge de facon
unique en un morphisme de G, dans H. Cela résulte simplement de la
description de C; donnée ci-dessus.

On notera que, méme lorsque I' est un groupe de Lie connexe de dimension
finie, son enveloppe n’est pas en général un groupe algébrique (i.e. G, ne
possede en général pas de module fidéle, cf. exercice 1).

¢) Soit k£ un corps complet pour une valuation discreéte; on suppose k
d’inégale caractéristique et de corps résiduel algébriquement clos. Soit k une
cloture algébrique de k et soit I’ = Gal(lz/k). Prenons pour K le corps Q,
(p étant la caractéristique résiduelle de k), et pour L la catégorie des
Q,-représentations de I' qui ont une «décomposition de Hodge» au sens de
Tate (Driebergen). La catégorie L est saturée. Le groupe G; correspondant
est fort intéressant [du moins pour le rédacteur — les auditeurs du Collége,
qui I’ont subi pendant trois mois, sont peut-étre d’un avis différent].

§5. GROUPES COMPACTS ET GROUPES COMPLEXES
Dans ce paragraphe, le corps de base est R ou C.

5.1. ALGEBRICITE DES GROUPES COMPACTS

PROPOSITION 1. Soit K un groupe compact, opérant linéairement et
continilmment sur un espace vectoriel réel V de dimension finie. Toute orbite
de K dans V est fermée pour la topologie de Zariski de V (relativement
a R).

Soit x € V, et soit y un point de ¥ n’appartenant pas a I’orbite Kx de x.
Il nous faut construire une fonction polynomiale P sur ¥ qui soit nulle

sur Kx et non nulle en y. L’existence d’une telle fonction résulte du lemme plus
précis suivant:
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