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GÈBRES 45

Corollaire. La catégorie Comfc est isomorphe à la catégorie

Mod fAo.

Remarque. Soit E e Com^; munissons E' (resp. E) de la structure

correspondante de A -module à gauche (resp. à droite). Si x e E, x' e E' et

a, b e A, on a alors les formules:

(1) <dE(x), a®x'> <x,ax'> <xa,x'>
et

(2) <d(E\x), a ® b (g) x'> <x,abx'> <xab,x'>
avec

df (d® h) ° dE (le (8) dE) o dE

2.3. Traductions

Tout résultat sur les modules donne, grâce à la prop. 2 et à son corollaire,
un résultat correspondant sur les comodules. Voici quelques exemples:

a) Si E e Com^, la sous-cogèbre CE de C attachée à E (cf. n° 2.1) est

la duale de la sous-algèbre de End(i?) définie par la structure de module
de E.

b) Le fait que C soit un C-comodule injectif (cf. n° 1.4) est la traduction
du fait que A est un A -module projectif (puisque libre de rang 1

c) Une cogèbre est dite simple si elle est ^ 0 et n'admet pas d'autre sous-
cogèbre que 0 et elle-même; c'est alors le dual d'une algèbre simple de rang
fini. Elle est dite semi-simple si elle est somme de sous-cogèbres simples, et

on vérifie alors que l'on peut choisir cette somme de telle sorte qu'elle soit
directe.

On a:

Proposition 3. Pour que Comfc soit une catégorie semi-simple, il
faut et il suffit que C soit semi-simple.

De plus, si c'est le cas, et si Ea est une famille de représentants des classes
de comodules simples sur C, la cogèbre C est somme directe des cogèbres
CEa, qui sont simples.

On a également:

Corollaire. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) C est somme directe de cogèbres de la forme M„(i£).
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b) Conic est semi-simple, et tout objet simple de Comfc est
absolument simple.

C'est trivial à partir du résultat analogue pour les algèbres.

[Noter que ce résultat s'applique notamment à la bigèbre d'un groupe réductif
déployé sur K, lorsque car (K) 0. Mais, bien entendu, il ne donne que la
structure de cogèbre de la bigèbre en question, pas sa structure d'algèbre.]

d) A tout E e Com on peut associer un élément trace 0^ e C de la
manière suivante: E définit un morphisme de cogèbres

End (E)-+C (cf. n° 1.2)

et l'on prend l'image de \E dans C par ce morphisme. En termes d'une
base 0>i) de E, et des c/y e C correspondants (loc. cit.), on a 0£ £ C//.

i

[Voici encore une autre définition: si l'on regarde E comme module sur
l'algèbre C'E duale de CE, on a C'E C End (is), et la forme u h> Tr(w), étant
une forme linéaire sur CE, s'identifie à un élément de CE qui n'est autre
que 0£.]

Proposition 4. Supposons K de caractéristique 0. Soient Ex et

E2 deux comodules de rang fini, et soient 0i, 02 e C les traces correspondantes.

On a 0i 02 si et seulement si les quotients de Jordan-Hölder
de Ex et E2 coïncident (avec leurs mutiplicités).

En effet, le résultat dual (pour les modules de rang fini sur une algèbre)

est bien connu (Alg. VIII).

Corollaire. Si Ex et E2 sont semi-simples, on a 0i 02 si et
seulement si Ex et E2 sont isomorphes.

Remarques

1) On peut aussi donner des résultats lorsque car (K) ^ 0. Par exemple,
si les Ea sont des comodules absolument simples deux à deux non
isomorphes, les 0a correspondants sont linéairement indépendants sur K.

2) Les résultats précédents s'appliquent notamment aux représentations
linéaires d'un schéma en groupes (ou en monoïdes) affine sur K.

2.4. Correspondance entre sous-cogèbres et sous-catégories
de Comfc.

Si D est une sous-cogèbre de C, on a déjà remarqué que tout D-comodule

peut être considéré comme un C-comodule. On obtient ainsi un isomorphisme
de Comp sur une sous-catégorie abélienne D de Com^.
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