Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 39 (1993)

Heft: 3-4: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: UNE VERSION NON COMMUTATIVE DES ALGEBRES DE LIE: LES
ALGEBRES DE LEIBNIZ

Autor: Loday, Jean-Louis

Kapitel: 10. HOMOLOGIE NON COMMUTATIVE DES GROUPES ET K-
THEORIE DES CORPS

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-60428

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 30.11.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-60428
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

290 J.-L. LODAY

10. HOMOLOGIE NON COMMUTATIVE DES GROUPES ET K-THEORIE DES CORPS

10.1. Théorie HL pour les groupes. 1l semble tout a fait raisonnable de
penser qu’il existe une théorie HL pour la catégorie des groupes.

Voici quelques-unes des propriétés que ’on peut espérer des groupes
abéliens HL,(G) lorsque G est un groupe.

(a) HLy(G)=1Z, HL,(G) = G/[G, G].
(b) 1l existe une application naturelle
¢©:HL,(G) > H,(G), n>0.

(c) Si G est abélien HL,(Gq) = (Go)®" et ’application ¢ est le passage
au quotient

(Go)®" = A"(Gyg) .

(d) Pour deux groupes G et G’ on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
gradués

HL«(G X G")o = HL+(G)q* HL+(G")q

ou * est ’opération décrite en 6.7.

(e) Pour tout anneau A il existe un groupe abélien gradué KL, (A4) tel que
HL4(GL(A))q) = T(KLx(A)q) -
(f) Pour tout corps F on a
KL,(F) = HL,(SL(F)) = F* A F* .

Il est aussi raisonnable de conjecturer I’existence d’une transformation
naturelle KL, — K, (= K-théorie algébrique) induisant un diagramme
commutatif

HL.«(GL(A))q — Hx«(GL(A))q
I I
T(KL«(A)q) — A(K«(A)o) .
Remarquons que, rationnellement, la théorie KL serait complétement déter-
minée par la théorie HL. Cette théorie KL devrait €tre reliée aux conjectures

de Lichtenbaum et Beilinson concernant le calcul de K (F)q, ou F est un
corps, de la maniére suivante.
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10.2. Les complexes T. Lichtenbaum et Beilinson conjecturent 1’exis-
tence, pour tout corps commutatif F, d’un complexe de groupes abéliens
I'=(n) de longueur n — 1:

Lr(n)y 2 Tp(n)y— -0 I'r(n),
tel que
K,(F)o= @ Hi(r(n)e-

p=n—-i+1

Pour n = 1 on prend I'»(1); = F*, d’o0 K| (F)q = (F*)q. Pour n = 2 Bloch
a construit un complexe

FF(Z):ﬁz(ﬂﬂFXAFX, [Xx]P (1 =x)AXx

ol %,(F) est le groupe abélien libre sur F* — {1}, modulo I’équation
fonctionnelle du dilogarithme

— 1 —
- ] 5] -
x(1-y) 1 -y

Pour n = 3 un complexe I'r(3) a été proposé par A. Goncharov [Go].

10.3. Comparaison avec le cas additif. Comparons ces conjectures avec
le probléme analogue ou ’on a remplacé le groupe linéaire (d’un corps) par
I’algebre de Lie des matrices (d’une algébre associative lisse). 11 faut alors
remplacer la K-théorie algébrique par I’homologie cyclique (car ration-
nellement H,(gl(4)) = A(HC«_1(A4)), cf. [L-Q]). L’analogue additif de
I'r(n) est alors le complexe de de Rham tronqué

+ 2 ~1 4 d ~n-1
I',(n):A—->Q,—=>---—=>Q, .
Autrement dit, rationnellement on a un isomorphisme
HC, 1(A) = Q47'/dQ%* @ Hy (A) @ HY P (A) @ -

Cette décomposition de ’homologie cyclique est la décomposition induite par

les A-opérations (c¢f. [L1]). C’est aussi ce que suppose la conjecture ci-dessus
reliant K et ’homologie de T.

Dans ce contexte ’homomorphisme composé
HH, (A)= Q% '»H,_ (Tl(n) SHC,_(A),

qui est I’application naturelle de ’homologie de Hochschild dans I’homologie
cyclique, n’est autre que la restriction aux parties primitives de

¢: HL,(gl(4)) = H,(gl(A)) .
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Il est donc naturel de penser que, dans le contexte multiplicatif (i.e. GL),

le bon groupe T'rp(n) est KL,(F).

11. INTEGRER LES ALGEBRES DE LEIBNIZ

Le probleme consiste a définir des objets algébriques qui seraient aux
algebres de Leibniz ce que les groupes sont aux algébres de Lie. Ces objets
mythiques seront appelés, pour l’instant, des coquecigrues. Une coque-
cigrue G devrait étre munie d’un «commutateur abstraity [—, —]:
G X G — G ayant certaines des propriétés des commutateurs dans les groupes.
Les groupes seraient des cas particuliers de coquecigrues et toute coquecigrue
aurait un groupe universel associé G,,;. Les théories d’homologie HL, et de
cohomologie HL* devraient s’étendre a la catégorie des coquecigrues et le
groupe HL?*(G, A) classifierait les extensions, dans la catégorie des
coquecigrues, de G par A. En particulier il devrait y avoir au-dessus de
SL, (F) une coquecigrue universelle fournissant une extension de SL, (F) par
F* A F* pour n = 5.

L’une des relations attendues entre coquecigrues et algébres de Leibniz est
la suivante. Les commutateurs abstraits définissent une série centrale
descendante dont le gradué associé est une algebre de Leibniz (le crochet étant
induit par le commutateur abstrait). Une coquecigrue libre doit donner une
algébre de Leibniz libre.

La catégorie homotopique des coquecigrues simpliciales devrait fournir un
modele entier de la théorie de ’homotopie non commutative décrite en 8.3.

Une coquecigrue munie d’une structure de variété (avec quelques
compatibilités) serait un groupe de Leibniz, c’est-a-dire que 1’espace tangent
aurait une structure d’algebre de Leibniz (on peut réver).
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