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6.8. THEORBME [L2]. Soit k un corps, g et Q' deux algébres de
Leibniz sur k. On a alors un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués

HL.(g® ¢g') = HL«(g) * HL4(g") -

La démonstration de ce théoréme utilise une variante algébrique de
I’intégrale itérée de Chen.

6.9. Structure de comonoide. L’homologie classique d’une algebre de
Lie admet une structure de cogébre induite par la diagonale. Dans le cas des
algébres de Leibniz HL.(g) admet une structure de comonoide, i.e. la
diagonale induit un homomorphisme

Ax: HLy(g) > HL4(g) * HL+ ()

qui est coassociatif. L’existence de A4 résulte du théoreme précédent.

6.10. Théorie de la déformation. A toute catégorie «algébrique», par
exemple les algébres associatives, les algebres associatives et commutatives, les
algebres de Lie, est associée une théorie de la déformation, qui est contrdlée
par une certaine théorie cohomologique. Dans les exemples ci-dessus on
trouve, en caractéristique zéro, la cohomologie de Hochschild, la cohomologie
de Harrison, (= André-Quillen) et la théorie de cohomologie classique des
algebres de Lie (Chevalley-Eilenberg-Koszul) respectivement. On peut montrer
que pour les algebres de Leibniz cette théorie cohomologique est préci-
sément HL* (cf. [R]).

7. CALCULS DE GROUPES D’HOMOLOGIE HL

On a déja remarqué (cf. 6.5) que I’homologie & coefficients dans la
représentation adjointe est, & un décalage prés, ’homologie a coefficients
triviaux.

Dans la suite on ne s’intéresse qu’aux coefficients triviaux et on note
HL,(g) au lieu de HL, (g, k).

7.1.  Algébre de Leibniz abélienne. 1l est clair d’aprés la définition de
I’homologie, que si g est abélienne, alors HL,(g) = ¢®”, n > 0. L’homo-
morphisme de comparaison avec I’homologie classique est donc simplement le

passage au quotient g®” — A"q. Ainsi les théories HL et H sur les algebres
de Lie sont-elles distinctes dés que n > 2.
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En cohomologie on a HL"(g) = Hom(g®", k) dans le cas
abélien. Ainsi si g est de dimension 1 sur k (i.e. g = k), alors HL2(k)
= Hom(k®2, k) = k.

7.2. Extensions centrales de sl,(A). Soit A une algebre associative
unitaire sur le corps &, et g/, (A) (resp. s/, (A)) son algébre des matrices (resp.
des matrices de trace nulle). On peut montrer que pour tout » > 5 on a un

isomorphisme
HL,(sl,(A)) = HH,(A4) ,

ou HH{(A) est le premier groupe d’homologie de Hochschild de A a
coefficients dans A. Cet isomorphisme est relié a 1’algébre de Leibniz
A Q A/Im b (décrite en 2.4) par ’existence du diagramme commutatif

0 -~ HH(A) - AQA/Imb > A - HHy(4A) — 0
l= l l I=
0 = HL,(sl,(4) -~  stl,(4) - gl,(4) - HL(gl,(4) — 0

dans lequel le carré du milieu est un diagramme d’algebres de Leibniz (¢f. [L-P]
pour plus de détails).

7.3. Algebres de Lie réductives. Soit k un corps de caractéristique zéro.
Pour toute algébre de Lie semi-simple ¢ sur k£ on a (c¢f. [N])

HLn(g)ZO, n>0.

En particulier on a HL,(sl,(k)) =0 pour tout n>1 et donc
HL,(gl.(k)) = k pour tout n > 0.

7.4. Algebre de Lie des matrices gl(A). On note par g/(A) la réunion
U ,&l,(A) des matrices sur A de taille finie quelconque. On suppose que k est
un corps de caractéristique 0. On a alors I’isomorphisme d’espaces vectoriels
gradués suivant ([C], [L1]),

HL.(gl(A) = T(HHx-1(4)) ,

ou HH,(A) désigne ’homologie de Hochschild de A a coefficients dans A
et 7T est le foncteur module tensoriel. Le point principal de la preuve est di

a C. Cuvier.
Remarquons que ce théoreme est tout a fait cohérent avec les résultats
précédents (car HH,(k) = 0 pour n > 0 par exemple).
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En fait on a des résultats plus précis pour g/,(4) (¢f. [C], [L1]),

— les homomorphismes naturels
HL,(gl,(A)) = HL,(glys1(A)) = - = H,(gl(A))

sont des isomorphismes,

— si A est commutatif on a une suite exacte
(7.4.1) HL,(gl,_1(A)) = HL,(gl,(A) » Q}7; > 0

ol Q% ,, est e.v. des n-formes différentielles de Kéhler de A sur k.

Lorsque A est commutatif et lisse nous conjecturons que HL.(gl.(A))
peut se calculer a partir de la filtration par les A-opérations de ’homologie de
Hochschild:

HL(gl,(A) = T(® HHY-,(4) ,
i<r

cf. [L1, 10.6.22] pour plus de détails. Le calcul de 7.3 montre que cette
conjecture est vraie pour A = k.

7.5. Algébre de Virasoro. L’algébre de Lie g = Der(Clz, z']) des
dérivations des polyndmes de Laurent est parfaite (g = [g, g]). Elle admet
donc une extension centrale universelle que 1’on appelle I’algébre de Virasoro.
Il se trouve que cette extension est aussi universelle dans la catégorie des
algébres de Leibniz (cf. [L-P]). En termes cohomologiques ce résultat signifie
qu’il y a des isomorphismes

H?>(q) = HL?>(Q) =k et HL,(g)=H,(g)=k.

7.6. Algebre de Lie étendue (d’apres V. Gnedbaye [Gn]). Pour toute
algebre de Lie g et toute algebre unitaire associative et commutative A, le

produit tensoriel ¢ ® A est muni d’une structure d’algebre de Lie. On peut
construire un morphisme naturel

HL«(g ® A) = Hyx (C(A) @ U(®)as, bR 1) ,
ou (C(A), b) est le complexe de Hochschild de 4. Lorsque g est réductive et
parfaite on peut en déduire un isomorphisme
HL,(g ® A) = HH,(A) ® S%(g),
et un épimorphisme

HL;(g ® A) = (HH, (A) ® 5*(g)g) ® (HH; (A) ® S3(g),) -
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