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3.3. DEFINITION. La combinatoire d’une application polynomiale [ est
la donnée de la classe d’équivalence du graphe pondéré G(F, f), ou F est
un homogénéisé de f, pour la relation d’équivalence engendrée par (i)
et (ii).
3.4. Remarque. Le graphe G(F, f) contient les renseignements suivants sur
la topologie de I’application polynomiale f:
(a) Le plongement de la fibre générique de f.
(b) Le type topologique des fibres singulieres.
(c) La topologie de f en dehors d’un compact.
(d) La base et la fibre de la fibration de f.
(e) La monodromie locale autour de chaque valeur critique ou irréguliere a
I’infini.

Par contre, dans le résultat suivant nous montrons que la donnée de la

classe d’équivalence de f ne détermine pas la topologie de f.

3.5. THEOREME. [/ existe f,,f,e€ C[X,Y], avec des homogénéisés
F\,F, tels que:

W) GFy, f1) = G, f);
@) fi+ fa2.

Nous n’avons pas encore les outils nécessaires pour démontrer le théoréme.
Ils seront fournis dans la section suivante.

§4. UTILISATIONS D’UN COUPLE DE ZARISKI
Les couples de Zariski ont été¢ définis dans [Artal]:

4.1. DEFINITION. Un couple de Zariski est une paire de deux courbes
C,,C, dans P? telles que

(1) degC, = deg(C, = d.
(1) Les deux courbes possédent la méme combinatoire, c’est-a-dire, il existe

un difféomorphisme (T(Cy), Cy) = (T(Cy), C,), ou T(C;) est un
voisinage régulier de la courbe C; dans P2,i=1,2.

(i) Les couples (P2,Cy) et (P2,C,) ne sont pas homéomorphes.

Dans [Artal] nous parlons de I’histoire de ces couples, qui commence avec
Zariski. Dans cette section nous nous occupons d’un exemple important des
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couples de Zariski. L’exemple en question, qui se trouve dans [Artal], est une
paire de courbes dont on sait que leur plongement dans P2 est différent grace
au b-invariant de chaque courbe. Rappelons une interprétation du b-invariant
d’une courbe irréductible Q de degré d:

4.1.2. Soit L une droite quelconque de P2. On sait que H,(P2\(Q U L); Z)
est isomorphe a Z. Considérons X ’éy ; 2> P2\(QuU L) le revétement non
ramifié cyclique a d feuilles. Alors le rang de H,(X g, 3 Z) est égal
a2bC) + 1.

Voici le couple de Zariski que nous allons utiliser:

4.3. DEFINITION. Soit Q une courbe projective plane irréductible de
degré six;, nous dirons que Q est detype * si Q posséde un seul point
singulier P, et si ce point est de type A;;.

Nous rappelons qu’une singularité de courbe plane est de type A;; s’il
existe des coordonnées analytiques locales x, y centrées au point singulier telles
que I’équation de la singularité est x2 — y!8 = 0, i.e., la singularité posséde
deux branches lisses avec nombre d’intersection égal a 9.

Soit . I’espace de toutes les courbes de type *. Nous utiliserons le résultat
suivant de [Artal].

4.4. THEOREME. Il y a deux composantes connexes % ,,.7, dans 7.

Si deux courbes appartiennent a des composantes connexes différentes, elles

sont plongées différemment dans P?*. Les deux composantes connexes sont

décrites comme Suit:

(1) &, est lensemble des courbes Q, € ¥ telles que si R, est la
conique qui a un contact maximal avec Q, au point singulier
P e Q,, alors, le nombre d’intersection de Q, et R, en P est
égal a 12.

1l existe un ouvert de Zariski %, de
{(X(XY - 2Z2) - Y3 - aZ(XY — Z?))2 + b(XY - Z*)3*|a,b € C}

tel que la famille 7, est I’ensemble de courbes projectives planes de degré
six dont I’équation est linéairement équivalente a un élément de U, .
Pour les éléments C, € ., nous avons b(C;) = 2.

(i) 7%, est l’ensemble des courbes Q, € ¥ telles que si R, est la
conique qui a un contact maximal avec Q, au point singulier P € Q,,
alors, le nombre d’intersection de Q, et R, en P est égal a 10.
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Un exemple d’élément de 7, est

(X(XY — Z2) - Y2Z)?2 - 4Y(XY - Z?) (Z(XY - Z2) - Y?)
- (Z(XY -2Z?»-Y?)2.
Pour les éléments de C, € %, nous avons b(C,) = 0.
Démonstration de (3.5). Fixons une courbe Q de type et soit P, son

point singulier. Soit L une droite générique passant par P;, c’est-a-dire,
L n’est pas tangente 3 Q en P, et #(L.nQ) =5, LnQ={Py,..., Ps}.

FIGURE 4.1.

Choisissons des coordonnées telles que L soit la droite d’équation Z = 0,
P, soit [1:0:0] et que la droite tangente a Q en P; soit Y = 0. Considérons
f(X,Y):= F(X,Y,)e C[X, Y], ou F(X, Y, Z) =0 est I’équation de Q
dans ce systeme de coordonnges.

4.5. LEMME. S.(f)={0} et si t#0, la courbe Q, d’équation
F(X,Y,Z)=1tZ? posséde un seul point singulier en P,. Ce point est
de type As et la tangente au point singulier n’est pas la droite L.

Preuve. En prenant X = 1, nous avons des coordonnées affines centrées
en P,. L’¢équation de Q, est:

0=g,(Y,Z2):= F(1,Y,Z) — tZ% = Y? + termes de degré > 3.

Nous éclatons le point P, . Nous notons £ la composante exceptionnelle;
nous gardons la méme notation pour les transformées strictes. La courbe Q,

et avec elle les courbes Q,, passent par un point 131 qui est dans £, mais pas
dans L.

FIGURE 4.2.
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ol b ’ - r /\ /4 o
On choisit des coordonnées affines centrées en P; telles que I’équation de
I’éclatement s’écrive comme suit:

1,z20) P (0121, 21) .

L’€quation de E; est Z; = 0. Nous savons que Q posséde un point singulier
en P; de type A5, non tangent a E;.

L’équation de Q en P, est:

A F(ls lelazl) ’
0=2(Y1,2) := 2 = (Y, + aZ,)? + termes de degré >3,
1

ol a € C. Par conséquent, 1’équation de Q, est g(Y,,Z,) — tZ7 = 0.

Nous éclatons maintenant le point 131. Les courbes Q et Q, vont toutes
passer par un point 131 de la nouvelle composante exceptionnelle £, (qui ne
sera pas dans E£;). On peut choisir des coordonnées centrées en }3{ telles que
I’équation de I’éclatement soit:

(12, 22) 2 (02 — D22, 22) -

D’apres les équations précédentes et puisque Q posséde en 13{ un point
singulier de type A s, I’équation de QO est de la forme 0 = Y§ + termes de
degré > 3, et, par conséquent, celle de Q, est de la forme:

0 = Y? — tZ2 + termes de degré >3,

ce qui implique que Q, posseéde un point double ordinaire en ﬁ{ sit# 0. Par
conséquent, (Q,, P,) est de type As. [

4.6. CONSEQUENCE. Tous les polyndbmes f ainsi obtenus, possedent la
méme fibre générique, car, d’apres le lemme précédent ils ont le méme entrelacs
générique a I’infini, et ’on applique (2.7). En utilisant (2.9) nous voyons aussi
qgue tous ces polyndmes sont topologiquement conjugués a 1’infini.

4.7. PROPOSITION. Soient Q; des courbes projectives planes d’équation
FX,Y,2)=0,i=1,2, ou
F(X,Y,Z2)=(X(XY-2Z22%)-Y3)?— (XY - Z?)3
F(X,Y,Z2) = (X(XY—-(Y+2)?)-Y(Y + Z))?
—4Y XY - (Y +2)2)(Y(XY- (Y +2)?)-7Y?)
—(X(XY - (Y +2)?) - Y?3)2
Alors, Q, et Q, sont de type * et les couples (P%,Q;) et (P%, Q)

ne sont pas homéomorphes. En particulier, les polynémes f,, f, obtenus
comme ci-dessus ne sont pas topologiquement conjugués.
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Preuve. La premiére assertion est une conséquence de (4.4). En effet, il
est facile de voir que Q, € %, (prendre a =0,b= —1) et Q, € %, (nous
avons remplacé Z par Y + Z dans l'exemple donné dans (4.4)).

Il est facile de voir que la droite L d’équation Z = 0 est génerique
pour les deux cas. Soient X 6Ql, . et X ‘SQZ’ . les revétements cycliques
d’ordre 6 de P2\(Q, U L) et P2\(Q,uU L), respectivement. Les rangs des
groupes abéliens H; (XéQhL, Z) et H, (X6QZ,L, Z) sont égaux a 3 et 1, respecti-
vement, d’aprés (4.4) et (4.2). Par conséquent, les couples P2, 0,ul),
i = 1,2, ne.sont pas homéomorphes.

Si I’on construit les polyndmes f;(X,Y) := F;(X, Y, 1), i = 1,2, nous
avons vu que les couples (C2, f;'(0)), i = 1,2, ne sont pas homéomorphes.
Puisque 0 est la seule valeur singuliére a l’infini, d’apres (4.5), nous en
déduisons que les polyndmes ne sont pas conjugués. U]

Il était concevable a priori que les plongements distincts de f ,._1(0),
i = 1,2, soient provoqués par les singularités des autres fibres de chaque
polyndme. Un calcul nous donne le lemme suivant:

4.8. LEMME. #C(f,) =7 et pour chaque te C(f;), la fibre f;'(t)
a exactement un point double ordinaire.

Fin de la démonstration de (3.5). Considérons les courbes C;, données
par les polyndmes ﬁ’, (X,Y,72),i =1, 2. Le lemme précédent et le lemme (4.5)
nous montrent qu’il y a une bijection entre les singularités de Cy, et Cr, qui
respecte le type topologique. Le nombre de composantes irréductibles et la
distribution de singularités dans les composantes sont les mémes pour les deux
courbes.

Nous en déduisons que G(F, fi1) = GWF,, fo) et (4.7) dit que
S1#+ fa. L

Nous finissons en utilisant ces polyndmes pour donner des contre-exemples
a la conjecture de Neumann:

4.9. THEOREME. Les courbes f;'(0),i= 1,2, ontles mémes entrelacs d
Uinfini, mais elles ne sont pas topologiquement équivalentes.

Démonstration. Nous venons de voir dans la preuve de (4.7) que les deux
courbes ne sont pas topologiquement équivalentes.

D’apres la définition des courbes de type #, et du choix générique de la
droite a ’infini, nous en déduisons que les deux courbes ont le méme entrelacs
a I'infini. En effet, il suffit de prendre comme grande sphére le bord d’un
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voisinage tubulaire de la droite a 1’infini Z = 0 dans P2. Dans les deux cas,
les courbes rencontrent la droite en quatre points lisses et au point singulier
de type A;; les droites tangentes aux points d’intersection sont toujours
différentes de la droite a I’infini. En utilisant les techniques de [Eisenbud-
Neumann], nous voyons que les deux entrelacs a I’infini sont topologiquement

équivalents. [
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