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216 E. ARTAL-BARTOLO

if/: C2\Lj-^ C2\L2g et cp: C\£* tels que le diagramme suivant
commute.

C2\Lj^f\ig,C\L)^C

2.9. Théorème [Fourrier]. Soient f, g e C[X, Y] et soient

r s

Kf=Kfu Ui; et Kg Kg KJ Klg
i 1 / 1

les entrelacs totaux de f, g (Kf et Kg sont les entrelacs génériques

Klf et Kjg sont les entrelacs spéciaux). Alors, f ~œ g si et seulement
si r s et il existe un homéomorphisme orienté h: S3 S3 tel que
h(Kf) Kg et h{Klf) Kag{l\i 1, où o est une permutation
de {1, r).

Ce théorème montre que les classes d'équivalence de ~oo sont aussi

déterminées par des invariants combinatoires.

§3. COMBINATOIRE ET CONJUGAISON TOPOLOGIQUE

Nous allons définir précisément la combinatoire des polynômes et étudier

son rapport avec les classes d'équivalence de ~.
Soit f e C[X, Y] et soit S(f C C l'ensemble de (2.2). Alors, la classe

d'isomorphie de la fibration f\ : C2\/ ~ 1(5(/)) - C\ S(f) est bien

évidemment un invariant topologique de /. Les renseignements sur la fibre
générique sont entièrement contenus dans l'entrelacs générique, d'après (2.7).
Les renseignements sur la monodromie de la fibration autour des valeurs dans

Soo(f) peuvent être déduits de (2.9); ce résultat contient aussi le plongement

en dehors d'un compact des fibres irrégulières à l'infini.
Pour connaître localement la monodromie autour des valeurs dans

C(/), il faut connaître le type topologique des singularités affines de /.
En effet, soit (x0,yo) e un P°int critique de / de valeur critique t0. On

prend 0 < s < 1 et 0<ô<^s; alors, si 0 < 11 - t0 | < ô, l'espace

/ "1 (0 n {(x, y) e C2 : | x - x0 \2 + | y - y0 \2 < s2} est une fibre de Milnor
du germe de singularité de courbe plane (/ " J(^0), (*o> yo))- En plus, une
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restriction convenable de f est un modèle de la fibration de Milnor. Puisque

les polynômes sont à singularités isolées le support de la monodromie autour

des valeurs dans C(f) est contenu dans un voisinage des singularités

affines de /.
Nous allons donner les renseignements combinatoires qu'il faut pour coder,

d'une part, ces renseignements locaux sur la fibre générique et la monodromie

de la fibration de / et, d'autre part, les renseignements sur les fibres non

génériques.

3.1. Soit S(f) {q, tp) l'ensemble des valeurs critiques et des valeurs

irrégulières à l'infini, et soit t0 e C\S(/). Considérons la courbe projective

plane Cf d'équation

F(X, Y,Z):=Zf[(AY Z) - tjZd)
7 0

Comme nous l'avons dit dans l'introduction, ses composantes irréductibles

sont: la droite à l'infini, l'adhérence d'une fibre générique de / et les

adhérences des fibres spéciales de /.
Soit o:L-*P2 la résolution plongée minimale des singularités de la

courbe Cf. La courbe g ~1 (Cf) est une courbe connexe dans Y dont toutes les

composantes irréductibles sont lisses et tous les points singuliers sont doubles

ordinaires. Nous allons définir un graphe pondéré G (F, /), qui aura plusieurs
classes de sommets.

Le graphe sous-jacent est le graphe dual de o_1(C/). Les sommets de ce

graphe correspondent aux composantes irréductibles de la courbe; le nombre
d'arêtes qui connectent deux sommets est le nombre de points d'intersection
entre les composantes irréductibles de o-1(C/) qui leur sont associées. Soit

V(F,f) l'ensemble des sommets; nous considérons une partition de cet
ensemble

V(F,f) Vg(F,f) u U Vj(F,f) u u V„(F, f)
i 1

Nous allons décrire chacun de ces sous-ensembles avec la pondération de
chaque sommet:

(0 L (F, f est le sommet correspondant à la transformée stricte de C,
La pondération de ce sommet sera {g, y, e}, où y indique le genre de la'
composante et e son nombre d'Euler, i.e., sa self-intersection.
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(ii) Vj(F,f) est l'ensemble des sommets correspondants à la transformée
stricte de Ctj, j l,p. La pondération de ces sommets sera

{j, y, e}, où y indique le genre de la composante et e son nombre
d'Euler.

(iii) Va(F,f) est l'ensemble des sommets correspondants aux composantes
exceptionnelles des singularités affines. La pondération de ces sommets

sera {a, e}, où e indique le nombre d'Euler de la composante. Chaque

composante connexe du sous-graphe contenant les sommets de Va(F, f)
est un arbre qui détermine le type topologique d'une singularité affine
de /.

(iv) Foo(F,/) est l'ensemble des sommets correspondants aux composantes
qui sont envoyées dans L«, par o. La pondération de ces sommets sera

{oo, e}, où e indique le nombre d'Euler de la composante.

L'homogénéisation F de f dépend des coordonnées affines de C2. Une

conséquence du plumbing calculus de [Neumann 1] (ou bien de la structure des

équivalences birationnelles entre surfaces) est la suivante:

3.2. Proposition. Soient F{, F2 deux homogénéisations de f. Alors,
quitte à renuméroter Vtj(Fk, f),k= 1,2» nous pouvons passer de

G{FX, /) à G(F2, /), en tant que graphes pondérés à plusieurs types
de sommets, par une suite de mouvements des types suivants:

0)

Figure 3.2.
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3.3. Définition. La combinatoire d'une application polynomiale f est

la donnée de la classe d'équivalence du graphe pondéré G(F,f où F est

un homogénéisé de f, pour la relation d'équivalence engendrée par (i)

et (ii).

3.4. Remarque. Le graphe G (F, f) contient les renseignements suivants sur

la topologie de l'application polynomiale /:
(a) Le plongement de la fibre générique de /.
(b) Le type topologique des fibres singulières.

(c) La topologie de f en dehors d'un compact.

(d) La base et la fibre de la fibration de /.
(e) La monodromie locale autour de chaque valeur critique ou irrégulière à

l'infini.
Par contre, dans le résultat suivant nous montrons que la donnée de la

classe d'équivalence de / ne détermine pas la topologie de /.
3.5. Théorème. Il existe fx, f2 e C[X, Y], avec des homogénéisés

Fi, F2 tels que:

(i) G(Fîmfi) G(F2, /2);
(ii) f\ + f2.

Nous n'avons pas encore les outils nécessaires pour démontrer le théorème.
Ils seront fournis dans la section suivante.

§4. Utilisations d'un couple de Zariski

Les couples de Zariski ont été définis dans [Artal]:

4.1. Définition. Un couple de Zariski est une paire de deux courbes
Ci, C2 dans P2 telles que

(i) degCi degC2 d.

(ii) Les deux courbes possèdent la même combinatoire, c'est-à-dire, il existe
un difféomorphisme (7(00, C,) - (7(C2),C2), où est un
voisinage régulier de la courbe Ct dans P2, / 1,2.

(iii) Les couples (P2, Q) et (P2, C2) ne sont pas homéomorphes.

Dans [Artal] nous parlons de l'histoire de ces couples, qui commence avec
Zariski. Dans cette section nous nous occupons d'un exemple important des
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