Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 38 (1992)

Heft: 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE
Artikel: POLYEDRES ET RESEAUX

Autor: Brion, Michel

Kapitel: 3.3. Le cas d'un polytope rationnel

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-59483

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 16.10.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-59483
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

86 M. BRION

ip(n) — card((ndP) N M) = card ((nP) n M) — card ((ndP) n M)
= ip(n) = (- )?%ip(—n),
ou OP désigne le bord de P. Donc, si a est le coefficient de n?-! dans ip(n),

a- ¥ uE)=(-Di-1ia,

codim(F) = 1
dota= )  wn(@)/2. Dans le cas général, puisque
codim (F) = 1
io,p(N) = Y, @(F, P)if(n) = (- 1)¢@ip(— n)
F

+ X (= D)ImBo(F, P)ip(—n),
F#P
le coefficient de n?~! dans i, p(n) est
Oa—- Y oF P)uF).
codim (F) = 1
Le méme argument réduit la preuve de la derniére assertion au cas ou
‘@ = y; il faut montrer que ip(0) = Y, (— 1)4m® = 1. Mais cela résulte faci-
F

lement de la preuve du théoréme 3.1, et du fait que

Y &P, =1.

se ¥
En effet, les FV’S sont les cones de dimension maximale d’une subdivision de
V* (voir 2.2), et le corollaire 2.1 s’applique. [

3.3. LE CAS D’UN POLYTOPE RATIONNEL

Dans cette section, on considére un polytope convexe P dans V, rationnel
par rapport au réseau M: pour tout sommet s de P, il existe un entier n; > 0
tel que n, - s € M. On va étendre a cette situation les résultats de 3.1 et 3.2.

Soit ® un poids; posons i, p(n) = ) w(m, nP). Notons M le
menP)nM

réseau engendré par M et les sommets de P. Soit y le plus petit entier positif
tel que v - s € M pour tout sommet s de P (c’est I’exposant du groupe abélien
fini M/M).

| THEOREME. I/ existe des fonctions polynomiales 18) A ig,) p sur R,

telles que iy, p(n) = i’ p(n) si n=r(mody). De plus, on a

i p(= 1) = (= DY p(=1)

pour tout t e R.
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Démonstration. Soit 7. Z[[M]] — Z[[M]] ’application définie par
(Y axr) = ), apxf.

peEM peEM
C’est un morphisme de Z[M]-modules. Soit S le sous-ensemble de Z[M]
forme des produits finis d’éléments de la forme 1 — x”,p € M \{0}; et so1t

“‘Z[M] le sous-anneau du corps des fractions de Z[M] engendré par S-
et Z[M]. De l’identité

n=20

y—1
(1-xP)~'=0~-x")"! ( Y x”P) ,

résulte que S—IZ[M] = X ‘IZ[M] Par suite, m s’étend en un unique

morphisme de Z[M]-modules, noté encore T: S *1Z[M] - S-1Z[M]. On a
donc, en posant

o,P) = Y o@mPxm e ®P)= Y olmP)x":

mePnM mePnM

D,(P) = ¥ n(x ®u(P)) .

se &

De plus, puisque chaque P, est rationnel pour le réseau M, on a: ®(P;)
€ S;ll[m. Soit # > 0 un entier; écrivons n = gy + r ou g est entier, et ou
1 <r<y. Alors

O, (nP) = ¥ n(xm@(Py) = ¥ x7m(x Dy (Py)) -
se ¥ se &

Le résultat s’en déduit comme dans les preuves des théoremes 3.1 et 3.2. ]
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