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78 M. BRION

Soit g l'ensemble des x e V* tels que f{x)^ - oo. C'est un cône, et

/(x) min5 6 ^ x(s) pour tout x e o, où % est l'ensemble des sommets de P.
Pour toute face F de P, on note PF l'ensemble des t(-f + p) où f e F,
te R+ et p e P; c'est un cône, dont on note aF le cône dual. Remarquons
que PF n {- PF) est la direction du sous-espace affine engendré par F; en

particulier, PF est saillant si et seulement si F se réduit à un sommet. On
vérifie sans peine que la famille des cFi F face de P, est une subdivision de

o, avec les gs,se comme cônes de dimension maximale. De plus,

f \gs s pour tout 5 e f, et P n (s + Ps) si P ne contient aucune
Î6droite.

Réciproquement, soit (o/)/e/ une subdivision d'un cône o de V*. Pour
tout / e /, soit fi e M, tel que f \ Gj f si oy est une face de oz. On suppose

que la fonction /, obtenue par recollement des f, est strictement convexe,
c'est-à-dire que / (a) + fib) < f(a + b) chaque fois que a, b appartiennent à

des cônes distincts de la subdivision. Alors P n (/i+O/) est un polyèdre
i e /

convexe entier, ayant pour sommets les f tels que la dimension de oz soit

maximale, et pour fonction d'appui /. De 2.1 suit donc le

Théorème. Soient P un polyèdre convexe entier, et % l'ensemble de

ses sommets. Alors

<K(P) X x*<D(Ps)
sel

où Ps est le cône engendré par - s + P.

2.3. Fonctions caractéristiques de polyèdres ouverts
o

Pour tout convexe C de V, on note C son intérieur relatif, c'est-à-dire

l'intérieur de C dans l'espace affine qu'il engendre.

Théorème, (i) Pour tout polyèdre convexe entier P, on a:
cp(P) e et

<D(P) £ x*<D(P,)

avec les notations ci-dessus.
o

(ii) Pour tout cône saillant C, o« a: (p(C) e Sfd(M), et

<Ï>(C) (- l)dim(C)<£(_ Q

ow - C est le cône opposé à C.
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Démonstration. On peut supposer que P engendre V. On associe à P sa

fonction d'appui /, et une subdivision (oz)z 6 / de o comme en 2.2. Supposons

d'abord que P est borné; alors o V*. Montrons que

(4) £ (- i)codim(°/)cpC/; - Ci) (- i)"<p(P),
i g I

où on pose C, o,. Comme en 2.1, il suffit de montrer que
O

(-1)^ si m e P
(5) S (~ l)codim(°/)

i e I,m e fi - Ct 0 sinon

On pose B(m) {x e V* \ m(x)>f{x)}et on considère les groupes de

cohomologie H"(V*,B{m)).Puisque/ est linéaire sur chaque a,, l'ensemble

o, n B(m) est vide ou convexe, d'où comme en 2.1: H"(cj, n a,) 0

pour tout n^1. Par suite, B(m)) est le n-ième groupe de

cohomologie du complexe

(6) •••—+© H°(oi, B(m) no,)-» • • •

dim(a/) n

De plus, H°(oi,B(m) n o,) est égal à Q si m < / sur oz, c'est-à-dire si

m e fi - Ci; et à 0 sinon. D'autre part, on a:

Hn(V*, B(m)) Hdc~n(V*\B(m))

par dualité d'Alexander. De plus, puisque V*\B(m) {x e V* | m(x)

< f(pc)} est un cône convexe fermé de V*, on a: Hlc{V*\B(m)) 0 pour
tout i ^ 0, sauf si V*\B(m) {0} et / 0. D'où //"(F*, B(m)) 0 sauf si

o
n d et m(x) > f(x) pour tout x 0, c'est-à-dire si m e P. Finalement, la

caractéristique d'Euler du complexe (6) est (-1)^ si m e P, et 0 sinon,
d'où (5).

Lorsque P n'est plus supposé borné, mais ne contient aucune droite, on

peut trouver x e V* tel que le polyèdre convexe Pt {p e P | x(p) ^ tj soit
borné, et d'intérieur non vide, pour tout t assez grand. De plus, Pt est entier

pour une infinité de valeurs positives de t. En écrivant l'identité (4) pour Pt
et en faisant tendre t vers + oo, on obtient (4) pour P. En sommant les séries,

on en déduit que

(- i)"<h(P) £ <&(/,- £ x'Qi-Ps).
i g I, Ci saillant sg I

En particulier, si P C est un cône saillant, alors ^ {0} et (- l)^O(C)
0( - C) d'où (ii). L'assertion (i) s'en déduit aussitôt, si P ne contient aucune



80 M. BRION

o o
droite. Mais si P contient une droite, alors P m + P pour un m e M,

o
d'où O(P) 0. D'autre part, P n'a pas de sommet, donc (i) est triviale dans

ce cas.

De l'identité (ii) et du corollaire 2.1, suit aussitôt le

Corollaire. Pour tout cône C, et toute subdivision (Oi)iei de son

cône dual, on a

o(c) L 9(ê,),
i e I, Ci saillant

où Ci est le cône dual de g,

2.4. Fonctions caractéristiques pondérées

Définition. Un poids co est la donnée, pour tout m e V qt tout cône C,

d'un nombre réel co(m, C), tel que

co (m, C) 0 si x$ C;

co (m, C) ne dépend que de la face de m dans C;

co( — m, - C) - co (m, C).
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