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POLYEDRES ET RESEAUX 77

En effet, pour tout m € M, les coefficients de x™ dans les deux membres de
(3) sont égaux d’apres le lemme. Pour conclure, on remarque que ¢ (f; + G;)
— x/ip(C)), et que F(@(C)) =0 si C; n’est pas saillant, ¢ ‘est-a-dire si

dim(c;)) <d. U
En prenant f = 0, on obtient le

COROLLAIRE. Pour tout cone C, et toute subdivision (c))ie; de son
cone dual, on a

®C)= L @)

i €I, C;saillant

ou C; estle cone dual de o;.

o
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FiGURE 1

Une subdivision du c6ne dual
2.2. POLYEDRES ET FONCTIONS D’APPUI

Afin de pouvoir appliquer le résultat qui précede aux fonctions caracté-
ristiques des polyeédres, nous allons rappeler brievement les liens entre les
polyeédres convexes et leur fonction d’appui; pour plus de détails, voir [O],
Appendix et [R], §§13 et 19.

Soit P un polyédre convexe entier dans V; nous allons lui associer une sub-
division d’un cOne de V*, et une fonction convexe en 2.1. Définissons la
fonction d’appui de P par

f:V¥*>{-o}UR

x— inf,cp x(p).
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Soit ¢ I’ensemble des x € V* tels que f(x) # — . C’est un cOne, et
JS(xX) = min, . ¢ x(s) pour tout x € ¢, ou ¥ est I’ensemble des sommets de P.
Pour toute face F de P, on note P ’ensemble des ¢(—f+p) ou f € F,
t e R, et p e P; C’est un cdne, dont on note 6y le cone dual. Remarquons
que Pr N (— Pr) est la direction du sous-espace affine engendré par F; en
particulier, Pr est saillant si et seulement si F se réduit & un sommet. On
vérifie sans peine que la famille des o, F face de P, est une subdivision de
c, avec les o,,5 € 4, comme cbnes de dimension maximale. De plus,
flos=s pour tout se %, et P= n (s + Py) si P ne contient aucune

se %

droite.

Réciproquement, soit (6;);; une subdivision d’un coéne ¢ de V*. Pour
tout i € I, soit f; € M, tel que f; | 6, = f; si o; est une face de o;. On suppose
que la fonction f, obtenue par recollement des f;, est strictement convexe,
c’est-a-dire que f(a) + f(b) < f(a + b) chaque fois que a, b appartiennent a
des cones distincts de la subdivision. Alors P = n (fi+ 6;) est un polyédre

iel
convexe entier, ayant pour sommets les f; tels que la dimension de o; soit
maximale, et pour fonction d’appui f. De 2.1 suit donc le

THEOREME. Soient P un polyédre convexe entier, et % [’ensemble de
ses sommets. Alors

O(P) = ), X ()

se €

ou P, est le cone engendré par — s + P.

2.3. FONCTIONS CARACTERISTIQUES DE POLYEDRES OUVERTS

O
Pour tout convexe C de V, on note C son intérieur relatif, c’est-a-dire

I’intérieur de C dans ’espace affine qu’il engendre.

THEOREME. (i) Pour tout polyédre convexe entier P, on a:
O
O(P) € Zy(M), et

o) = ¥ x0(P,)

se

avec les notations ci-dessus.
O
(ii) Pour tout céne saillant C, on a: ¢(C) € ZLy(M), et

®(C) = (— 1)4m OB (- C)

- ou — C estle cone opposé a C.
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