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POLYÈDRES ET RÉSEAUX 77

En effet, pour tout m e M, les coefficients de xm dans les deux membres de

(3) sont égaux d'après le lemme. Pour conclure, on remarque que cp (/• 4- C,)

jt-f'cp(Ci), et que 5^(cp(C/)) 0 si C, n'est pas saillant, c est-à-dire si

dim(o/) < d.

En prenant / 0, on obtient le

Corollaire. Pour tout cône C, et toute subdivision (of), e / de son

cône dual, on a

®cc) E o(c,)
/ e /, Cisaillant

2.2. Polyèdres et fonctions d'appui

Afin de pouvoir appliquer le résultat qui précède aux fonctions
caractéristiques des polyèdres, nous allons rappeler brièvement les liens entre les

polyèdres convexes et leur fonction d'appui; pour plus de détails, voir [O],
Appendix et [R], §§13 et 19.

Soit P un polyèdre convexe entier dans V; nous allons lui associer une
subdivision d'un cône de V*, et une fonction convexe en 2.1. Définissons la

fonction d'appui de P par

/: V* -+{- oo} u R

inf pePx(p)
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Soit g l'ensemble des x e V* tels que f{x)^ - oo. C'est un cône, et

/(x) min5 6 ^ x(s) pour tout x e o, où % est l'ensemble des sommets de P.
Pour toute face F de P, on note PF l'ensemble des t(-f + p) où f e F,
te R+ et p e P; c'est un cône, dont on note aF le cône dual. Remarquons
que PF n {- PF) est la direction du sous-espace affine engendré par F; en

particulier, PF est saillant si et seulement si F se réduit à un sommet. On
vérifie sans peine que la famille des cFi F face de P, est une subdivision de

o, avec les gs,se comme cônes de dimension maximale. De plus,

f \gs s pour tout 5 e f, et P n (s + Ps) si P ne contient aucune
Î6droite.

Réciproquement, soit (o/)/e/ une subdivision d'un cône o de V*. Pour
tout / e /, soit fi e M, tel que f \ Gj f si oy est une face de oz. On suppose

que la fonction /, obtenue par recollement des f, est strictement convexe,
c'est-à-dire que / (a) + fib) < f(a + b) chaque fois que a, b appartiennent à

des cônes distincts de la subdivision. Alors P n (/i+O/) est un polyèdre
i e /

convexe entier, ayant pour sommets les f tels que la dimension de oz soit

maximale, et pour fonction d'appui /. De 2.1 suit donc le

Théorème. Soient P un polyèdre convexe entier, et % l'ensemble de

ses sommets. Alors

<K(P) X x*<D(Ps)
sel

où Ps est le cône engendré par - s + P.

2.3. Fonctions caractéristiques de polyèdres ouverts
o

Pour tout convexe C de V, on note C son intérieur relatif, c'est-à-dire

l'intérieur de C dans l'espace affine qu'il engendre.

Théorème, (i) Pour tout polyèdre convexe entier P, on a:
cp(P) e et

<D(P) £ x*<D(P,)

avec les notations ci-dessus.
o

(ii) Pour tout cône saillant C, o« a: (p(C) e Sfd(M), et

<Ï>(C) (- l)dim(C)<£(_ Q

ow - C est le cône opposé à C.
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