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(3) a%+...+a’27_b%_..._b2m:3(n—m)+2(n+m+2)
=5n—-—m+ 4

(toujours en entiers impairs) qui a bien siir comme solutions les
(al, ceeylpy 1, ceey 1)

ou (a,...,a,) est solution de (2), mais aussi par exemple pour n =1 et
m>=2:(,3,3,1,...,)etpour n =3 etm>1:(3,3,3,3,1,...,1).

2. ANSES PRESQUE COMPLEXES

2.1. ANSES CLASSIQUES

Il est assez clair que le mal vient du fait que S* ne posséde pas de
structure presque complexe. Essayons donc de remplacer S* par une variété
presque complexe pas trop compliquée. La chirurgie considérée ci-dessus peut
se décrire ainsi:

W* = W — (S°%X B%) us (B! X S?)
=W — (S°%X B%) UsS* = (S° X B?)

ou le recollement se fait maintenant par un difféomorphisme des bords qui
renverse 1’orientation.

2.2. ANSES PRESQUE COMPLEXES

Cette description se préte a une généralisation: on y remplace S* par une
variété fermée (c’est-a-dire compacte sans bord) et connexe V.

FIGURE 3
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On appelle 7=V — (S°%xB*), #'= W — (S°XB*) et W* = W Uy 7,
on suppose que V est simplement connexe pour simplifier. L’homologie de 7~
et celle de 77 se calculent facilement a ’aide des longues suites exactes. On
en déduit ensuite celle de W* par Mayer-Vietoris.

Pour ce qui est de la forme quadratique et de la signature, on trouve des
isomorphismes

Hy(W) @ Hy(V) « Hy (V) @ Ho(77) = Hy (W) .

Pour ce qui est de la caractéristique d’Euler, que les deux disques soient
pris ou non dans la méme composante de W, on trouve

X(W*) = x(W) + x(V) — 4.

Pour construire une structure presque complexe sur W*, il suffit donc de
trouver (x,y) € H,(W) @ H,(V), caractéristiques et tels que

Ow(x) + Ov(¥) = 2(x(W)+x(V)—4) + 3(c (W) + o (V)) .

Supposons que x soit le ¢; d’une structure presque complexe sur W et
considérons V et y comme des inconnues. Il faut donc que y soit caractéristique
et que

Ov(y) = 2x(V) + 36(V) — 8.

En particulier, alors que y n’est certainement la premiére classe de Chern
d’aucune structure presque complexe sur V, il est remarquable qu’il n’y a plus
aucune obstruction modulo 8 a I’existence d’un tel y... dés lors que V posséde
une structure presque complexe.

La «plus petite» solution possible est certainement V = P2(C) et y un
générateur de H?(V;Z) (rappelons que le ¢; de n’importe quelle structure
presque complexe sur P2?(C) est 3 fois le générateur). On voit ainsi P2(C)
jouer encore une fois le role de la sphere quand celle-ci refuse sa coopération,
ici dans le cadre presque complexe.

Remarque. 11y a bien d’autres solutions possibles ne serait-ce que parce
qu’il suffit d’éclater des points dans une solution pour en construire d’autres.

La structure presque complexe ainsi obtenue sur la variété «chirurgisée»
W* se restreint en une structure presque complexe homotope a la structure
donnée sur le complémentaire des disques utilisés dans W, par contre, répétons
que sa restriction a ’«anse» n’est la restriction d’aucune structure presque
complexe sur P2(C).
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Appelons anse presque complexe la donnée de la variété a bord

7 = P%(C) — 89 x B*

et de la classe y, générateur de H2(7;Z) = H*(P%(C);Z).

Remarquons que dans le cas d’une variété ouverte ou a bord comme notre
anse presque complexe, il est facile de vérifier que pour qu’une classe
vy e H?(7/ ;Z) soit la premiére classe de Chern d’une structure presque
complexe, il faut et il suffit que p,y = w,.

Remarque. Les solutions de (2) dont nous avons indiqué la construction
par récurrence pour z impair entrent précisément dans ce cadre: on commence
par connecter deux copies de P?(C) qu’on connecte par une anse presque

3
complexe, la variété obtenue est # P2, avec la structure presque complexe
déterminée par les entiers (3,1, 3) (fig. 4). On connecte encore une copie de

P? par une anse presque complexe, obtenant ainsi ;26 P2 avec (3,1,3,1,3)
et ainsi de suite.

La construction de W* est une manipulation topologique un peu violente,
a laquelle il n’est pas étonnant que les structures complexes (intégrables)
résistent, de méme que les structures symplectiques:

PROPOSITION 2.2.1. Il n’existe aucune structure complexe (resp. forme

symplectique) sur I’anse presque complexe qui se recolle a chaque extrémité
a la structure standard de C?2.

FIGURE 4
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v

FIGURE 5

Démonstration. Sinon, on pourrait recoller cette anse a la structure
standard de P2?(C) (fig. 5). La variété W* obtenue contiendrait alors une
courbe rationnelle (un P! standard de P?) & auto-intersection positive, ce qui
est exclu dans les deux cas: W* serait minimale (la forme d’intersection est
positive) mais n’est ni P2 ni un fibré en P! comme on le vérifie aisément par
un calcul de caracteéristique d’Euler, ce qui contredit [2,V.4.3] dans le cas
complexe?3) et [8] dans le cas symplectique. [

Remarque. En fait, c’est une conséquence simple de 1’inégalité de

3
Miyaoka cf < 3¢, (voir par exemple [2]) que # P? et plus généralement
# P2 pdur n > 1 ne posseéde aucune structure complexe intégrable. En effet

# P2 serait nécessairement une surface de type général (voir la classification
d’Enriques-Kodaira par exemple dans [2]) avec cf =5Sn+4etc,=n+2
d’ou

3) Pour ne pas allonger démesurément la bibliographie, j’ai renvoyé au livre [2] pour
tous les résultats sur les surfaces complexes. On y trouvera les références aux travaux
originaux.

Ot sl




VARIETES PRESQUE COMPLEXES 185

c—3c,=5n+4-3n+2)=2n-2<0

ce qui n’est possible que pour n = 1.

Plus généralement, on peut construire par cette «chirurgie» de nombreuses
variétés presque complexes sans structure complexe puisque I’opération
augmente c: de 1 et diminue 3¢, de 2.

2.3. ANSES D’INDICE 1

On peut jouer au méme jeu avec des chirurgies d’indice supérieur. On
trouve toujours une impossibilité a la chirurgie ordinaire, mais une possibilité
d’ajouter une anse presque complexe. A titre d’exemple simple, détaillons ici
le cas des anses d’indice 1.

On choisit un plongement a fibré normal trivial de S! dans W (resp. V).
On écrit comme plus haut %7 = W — S! X B3, et 7 =V — S' X B3 (V est
la variété inconnue, que I’on suppose simplement connexe). Les mémes
méthodes que ci-dessus fonctionnent pour donner

0->Z-H, 7> H,V—-0

(H, 7" est somme de H,V et du facteur Z engendré par une sphére * X S2
= 0(x X B3) fibre du fibré en sphéres normal a S'). Supposons W
simplement connexe, on a de méme

0->Z-H, 77— H,W-0
et Mayer-Vietoris donne
0—-7Z~— Hzi%@ sz/"_) HzW* —7Z—-0

(les deux spheéres sont les mémes dans W*).

Ainsi - Dy(W*) = by(W) + by(V) + 2, 6(W*) = c(W) + o(V): on a
rajouté un facteur hyperbolique comme on s’en convainc agréablement en
imaginant que W =V = §* et donc que W* = §2 x S2; de plus x(W*)
= x(W) + (V).

Si x est la premiére classe de Chern de W, I’équation a résoudre est

(4) Qw(x) + Qv(y) + 2w = 2(x(W) + x(V)) + 3(c(V) + o(W))

ou x et y sont caracteristiques et u et v sont pairs.

Cette fois on peut prendre pour ¥V n’importe quelle variété presque
complexe (avec y le ¢; d’une structure presque complexe) avec u ou v nul; on
peut aussi choisir # = v = 2 (ce qui correspond a la structure complexe usuelle
| dans le cas de S% x S2)... et V et y comme ci-dessus (2uv = 8).
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