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EXEMPLES DE VARIETES PRESQUE COMPLEXES

par Michéle AUDIN')

1. INTRODUCTION

1.1. LE PROBLEME

A D’origine de ce travail, j’ai essayé de comprendre pourquoi il était si
difficile de construire des exemples de variétés symplectiques compactes. En
général, on essaie de construire de nouveaux exemples en modifiant ceux qu’on
connait déja. L’idée la plus simple est de faire des chirurgies, en particulier
des sommes connexes... et I’essentiel de ces notes tourne autour du fait que
ce n’est pas possible (sauf dans le cas des surfaces)?).

Si une variété paracompacte W posséde une 2-forme o non-dégénérée, alors
elle posséde des structures presque complexes (et inversement): le groupe
structural admet alors une réduction au groupe Sp(2n) des isométries d’une
forme bilinéaire alternée non-dégénérée sur R??, groupe dont U(n) est la
composante compacte.

Pour que W soit une variété symplectique, il faut en plus que la forme ®
soit fermée. On sait, et on en aura confirmation dans cet article, que cette
condition impose des restrictions tres séveres. Il n’est reste pas moins que
I’existence d’une structure presque complexe sur W est une condition nécessaire
a D'existence d’une forme symplectique. Nous allons donc montrer quelques
résultats sur les variétés presque complexes, qui pour étre assez simples, sont
apparemment mal (ou pas?) connus.

En appendice, le lecteur trouvera une démonstration du fait qu’il n’y a pas
de somme connexe dans la catégorie symplectique, méme dans les cas ou il
n’y a pas de difficulté de nature presque complexe. Le résultat est di a
Gromov [3], mais son article ne contient pas de démonstration détaillée.

h (;et article est une extension des notes [1] d’un exposé fait au Séminaire de Géométrie
del ,Ur§1ve_rs1té. de Montpelher en mars 1990. Outre Jacques Lafontaine et les participants de
ce seminaire, je remercie Dusa McDuff pour [6] et pour ses remarques récentes.

[12) Dans le cas des variétés de contact, toutes les chirurgies sont possibles (voir [10]
et [11]).
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