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4. HOMOLOGIE DU FIBRE AVEC SOUS-FIBRE TRIVIAL OBTENU

Dans ce paragraphe, nous étudions I’homologie du fibré P, de
projection ps avec sous-fibré trivial M* = M x PL obtenus au corol-
laire 3.30 (cf. fig. 3.2). Nous n’avons pas besoin de suites spectrales car leur
base P est topologiquement une 2-sphére privée de s points donc se rétracte
par déformation sur un bouquet de s — 1 cercles; rappelons que s est le nombre
d’hyperplans «mauvais» dans le pinceau A et que nous supposons que s = 2.
Les trois lemmes suivants montrent que, pour I’homologie relative de I’espace
total modulo une fibre, nous pouvons nous ramener aux fibrés induits
au-dessus d’un tel bouquet puis au-dessus de chacun des cercles qui le
composent; et dans le cas d’un fibré sur un cercle, nous disposons de I’isomor-
phisme de Wang que nous décrirons ensuite.

Nous pouvons choisir ce bouquet de cercles avec son sommet au point A
au-dessus duquel se trouvent les fibres qui nous intéressent. A sommet donné,
plusieurs choix sont possibles et il y aura dans tout ce qui suit un caractére
non intrinseque dépendant de ce choix. Fixons donc arbitrairement:

§— 4 un bouquet de cercles de sommet A,
(4.1) B = j\=/1 G rétracte fort par déformation de P} .
Nous allons considérer les fibrés et sous-fibrés induits par 15* et M « au-dessus
de B et des C;. Nous posons donc

Pz = pz'(B
4.2) { B p:x: ( )~
Mg=M,NPg=MXB,
Pc, = p:'(C)
(4.3) {~’ - ~ our I<<j<<s~-1.
c:M*ﬂPCj—MXCj ¥ J

LEMME 4.4. L’inclusion entre couples
J: (Pg, Mp) & (Py, My)

est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Soit h: P,lk x [0, 1] = P,lk une homotopie de I’identité de Pi VErs une
application d’image contenue dans B, homotopie laissant B globalement invariant (nous nous
servons donc seulement du fait que B est rétracte faible par déformation de P*) Comme
P est separé paracompact et est la base du couple de fibré et sous-fibré localement trivial
(P*,M*) il y a, au-dessus de I’homotopie 4, une homotopie de couples H: (P*,M*)
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x [0, 1] — (13*,1(4*) démarrant avec l’identité de (ﬁ*,M*) (cf. [Sp] 2.7.14 qu’on peut
adapter a un couple formé d’un fibré et d’un sous-fibré). Posons
ﬁ(ﬁ*:M*)_) (ﬁB’MB)
X P H(x, 1)
(on a bien H(x, 1) ePB puisque 4(p,(x), 1) € B). Alors R est un inverse homotoplque de
J. En effet, H réalise une homotopie de I’identité de (P*,M ) vers J O R ; mais aussi la

restriction de H a (PB, M B) X [0, 1] réalise une homotopie de I’identité de (PB, M B) Vvers
R O J car elle ne fait pas sortir de (PB, M p) puisque 4 laisse B globalement invariant.

En ce qui concerne les homologies relatives modulo les fibres L # et M#
au-dessus de A, on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE 4.5. Les inclusions (153, L#*)o (15* ,L#) et (MB, M#)
S (My, M#) induisent, pour tout k, des isomorphismes en homologie de
rang k entrant dans le diagramme commutatif suivant:

H(Py, L*) > Hi(Py,L*)
T U T
H (My, M*) > H(My, M*)
dont les fleches verticales sont aussi induites par inclusion.

Démonstration. D’apres le lemme 4.4, les inclusions 153 S ﬁ et Mg M x induisent
des 1somorphlsmes en homologle Il en résulte, d’apres les suites exactes d’ homologle relative
pour les couples (P* , PB) et (M* , MB) que Hk(P* , PB) =0et H,:\,(M,l< , MB) =0 pour tout
k. Les suites exactes d’homologie relative pour les triplets (P* , PB ,L#)et (M %o M 5, M%)
donnent alors les isomorphismes de I’énoncé. La commutativité du diagramme provient de
la commutativité du diagramme des inclusions correspondantes. L]

LEMME 4.6. On a, pour tout k, les isomorphismes entrant dans le
diagramme commutatif suivant:

s—1
@ Hi(Pc;, L*) = Hy(Pp, L#)
Jj=1

) o T

s—1
@ Hk(MCj9 M#) - Hk(MB’ M#)

J=1

ou toutes les fleches sont obtenues a partir d’homomorphismes induits par
inclusion. '
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Démonstration. Nous allons séparer la contribution des ch en les déconnectant par
excision de L # aprés nous étre ramenés a I’homologie relative modulo un ensemble plus gros
englobant L # dans son intérieur. Soit U un voisinage ouvert de A dans B tel que:

(i) {A} soit rétracte par déformation de C; N U pour 1 < j<s—1,
(ii) 153 soit trivialisable au-dessus de U.
Considérons les fibrés induits par Pp au-dessus de U et des C; n U:

{Pu—}?* )
PCr\U”‘p* (C hU)

Alors L# = p, l(k) est rétracte fort par déformation de chaque Pc; ~ vy et aussi de Py .
Considérons maintenant le diagramme suivant:

s—1 _ 1 -
® Hk(ch,L#) 4 Hy(Pg,L*#)
j=1
l 2 A 13
s—1 _ . 4 _ -
@ Hi(Pc;; Pcjnv) =¥ Hy(Pg, Py)
j=1
Ts A T 6
s—1
® Hi(Pc\L*, Peyn \L*) 5 H Pp\L*, By\L*)
Jj=1

ou toutes les fléches sont naturelles, c’est-a-dire obtenues a partir des homomorphismes
induits par inclusion. Ce diagramme est commutatif car, d’une part, les diagrammes
correspondants d’inclusions pour chaque j sont commutatifs et, d’autre part, la composition
a gauche par un homomorphisme est distributive par rapport a ’addition d’applications.
Dans ce diagramme, la fléche numérotée 3 est un isomorphisme car L # est rétracte par
déformation de 13U et on peut raisonner comme dans la démonstration du corollaire 4.5; la
fleche 2 est somme directe d’ 1somorphlsmes analogues. La fleche 6 est un isomorphisme
obtenu par excision du fermé L# de PB contenu dans I’ouvert PU, la fleche 5 est somme
directe d’isomorphismes semblables. Pour ce qui est de la fléche 7, on se retrouve maintenant
au-dessus de B\{\} qui est déconnecté en les s — 1 composantes connexes par arcs C;\{A};
toute composante connexe par arcs de Pg\L # est donc contenue dans I’un des PCJ.\L # (en
fait lui est égale car L donc L # est connexe par arcs); la fléche 7 est donc un isomorphisme.
On peut alors conclure que la fleche 4 puis la fleche 1 sont des isomorphismes. Mais la fléche
1 est la fleche supérieure du diagramme de ’énoncé. On peut montrer de la méme facon que
la fleche inférieure de ce diagramme est aussi un isomorphisme. Pour finir, ce diagramme
est commutatif pour les mémes raisons que le diagramme con51dere en cours de démonstra-

tion. L]

Le corollaire 4.5 et le lemme 4.6 donnent une décomposition de
H,(Py,L#) comme somme directe des Hk(ch,L#). Nous nous sommes
donc ramenés a I’homologie relative modulo une fibre d’un fibré localement
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trivial sur un cercle. Nous pouvons alors utiliser I’isomorphisme de Wang
(cf. [Wg]) que nous allons maintenant décrire.

Nous commengons par choisir une orientation sur chaque C; que nous
materialiserons par le choix, pour 1 <j <s — 1, de

4.7) ©; un lacet de base A faisant une fois le tour de C; .

Il revient au méme de dire que la classe d’homotopie de w; engendre =;(C;, A)
ou encore que, si I’on considére w; comme 1-simplexe (cycle) singulier de C;,
sa classe d’homologie [w,] engendre H,(C;). On a alors, pour tout k, les
isomorphismes de Wang associés a ces orientations des C;:

4.8) Vit Hio (L#) > Hi(Pc,, L*)  pour 1<j<s~—1,

ou I’on convient que H,_;(L#*) =0 pour kK = 0. On peut informellement
décrire ces isomorphismes comme suit: Prenons un (k — 1)-cycle y dans L #,
qui est la fibre au-dessus de A, et faisons décrire a A le lacet w;; la fibre peut
accompagner ce mouvement en subissant une isotopie dans laquelle y «décrit»
un k-cycle relatif I" de lscj modulo L # (cf. fig. 4.1): ’isomorphisme de Wang
v, « fait correspondre la classe d’homologie de I' a la classe d’homologie de
v. Cet isomorphisme dépend évidemment du sens de parcours choisi sur C; et
matérialis€ par o;.

=)

<

o5
N

FIGURE 4.1
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Le premier point clef dans la démonstration du théoreme 1.3 est que les
isomorphismes de Wang se comportent naturellement par rapport aux sous-
fibrés {\ch- Cela veut dire que si v;/, est I’isomorphisme de Wang de rang &
pour Mc;, on a le diagramme commutatif

Visk

Hi (L#*) 5 Hi(Pc,, L#)

4.9) ! U l
Vj', k

Hi_((M*) > H(Mc,, M#)

ou les fleches verticales sont induites par inclusion.

Ainsi donc, reprenant notre description informelle, siy est homologue dans
L# aun cycle vy’ de M# (compte tenu des isomorphismes (3.29), c’est le cas
si ’homomorphisme 1, _; considéré dans le théoréme 1.3 est surjectif), alors
I' est homologue dans }Scj modulo L# a un cycle relatif I'” de Mcj modlilo
M#* obtenu a partir de vy’ par la procédure de Wang dans le fibré Mc,
(cf. fig. 4.1). Cela précise I’assertion de I’introduction selon laquelle, si certains
cycles de L sont homologues a des cycles de M, alors les monodromies autour
des hyperplans mauvais peuvent &tre «poussées» dans I’axe.

Mais, d’autre part, chaque sous-fibré Mcj ayant la forme triviale
M x C;, isomorphisme v/, s’exprime trivialement comme un produit-croix
homologique

(4.10) Vj:k(Z’#) =2z X [Coj](Cj,{X}) pour z7e H._ (M) ,

ou [®;](c;, 1y désigne la classe d’homologie dans H,(C;, {LA}) de w; considéré
comme I-simplexe (cycle) singulier relatif de C; modulo {A} et z'# désigne
I’élément correspondant a z’ dans l’isomorphisme Hj_ (M) > H,_,(M*)
induit par I’identification canonique de M a M# = M x {A}. On tombe donc
sur une forme de la formule de Kiinneth pour le couple de produits
MxC;, Mx {k}) Notons que dans ce cas trivial \/ k(z’#) est 1’1mage d’un
¢lément de Hk(Mc) par ’homomorphisme naturel Hk(MC) = Hk(Mc , M*#).

Revenant a notre description informelle, nous pouvons rendre compte de
ce qui précéde en disant que, comme MCJ. est trivial, on peut, dans la
procédure de Wang pour Mc;, suivre la fibre trivialement de sorte que I'’
prend la forme d’un produit et se referme en un cycle absolu (cf. fig. 4.1).
Voila qui précise ce que nous avons dit dans ’introduction, concernant la
«trivialisation» des monodromies qui peuvent &tre «poussées dans 1’axey.
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Signalons encore une formule qui est intuitivement claire d’aprés ce qui
précede mais dont nous n’aurons pas a nous servir dans cet article. Si
a: Hk(ch, L#)— H,_(L?*) est ’homomorphisme bord, on a

(4.11) 90V, = (=D 10 k-1 — Idm, _,#)) ,

ou Gj,‘k_l est la monodromie en homologie de rang & — 1 au-dessus de ;.

Nous avons mis en annexe des indications sommaires sur la maniére dont
peut étre établi I’isomorphisme de Wang et en méme temps justifiées les asser-
tions de naturalité (4.9) et de trivialité (4.10) ci-dessus.

Nous allons modifier un peu I’écriture des isomorphismes de Wang avec
deux intentions:

Premi¢rement, nous voulons faire apparaitre les sections L et M de notre
figure de départ grace aux isomorphismes réciproques des isomorphismes
(3.29):

c: L>L*#
(4.12)

¢’ M>M*=Mx {A},
ou ¢’ coincide donc avec I’identification canonique de M a M X {A}.

Deuxiemement, nous voulons intégrer les produits-croix qui apparaissent
pour les sous-fibrés Mc, dans un cadre maniable, c’est-a-dire sous une forme
intrinseque ne dépendant pas des w;. Nous posons donc

(4.13) {QJ’k‘Hk—l(L) ® Hi(C) = H(Pc,, L*)
| Vi Hi (M) ® Hi(C) = Hi(Mc,, M)

définis par

(4.13.1) { Vii(z @ [0;]) = vji(ck-1()  pour ze Hy_ (L)
o \—/f':"(zl ® lo;]) = Vj:k(ckl—l(zl)) pour <z € H,_ (M),

avec la convention d’écriture (2.1), et ou [w;] désigne la classe d’homologie
dans H;(C;) de w, considéré comme simplexe (cycle) singulier; ces définitions
sont légitimes et conduisent a des isomorphismes car H;(C;) est libre sur [m,].
Nous obtenons bien quelque chose d’intrinseque pour {,j , car la formule
(4.10) donne, par bilinéarité du produit tensoriel et du produit-croix et compte
tenu de ce que ¢’ coincide avec I’identification canonique de M a M X {A},

(4.14) v/ (@’ @ [a]) = 2" X [alc;,ppy  pour tout l-cycle a de C;,

avec la méme convention d’écriture que pour (4.10). En revanche, il ne faut
pas se laisser méprendre par [’écriture qui peut laisser croire que Vv; . est
intrinséque; en effet, si on remplace ; par son opposé, la valeur de v; ; se
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trouve modifiée par ’intervention d’une monodromie qui n’est plus I’identité
comme dans le cas du sous-fibré trivial.

Nous allons maintenant tirer les conséquences de ces isomorphismes pour
nos fibrés de départ P* et M*, ce que nous pouvons faire grace au lemme 4.6
et au corollaire 4.5. Pour cela, nous nous servons aussi de I’isomorphisme
naturel
‘@ Hi(C) = Hi(PY)

Jj=1

(4.15)

qui fait que H;(PL) est libre sur les classes d’homologie dans P} des ;.
Comme il peut maintenant y avoir ambiguité sur I’espace dans lequel on prend
la classe d’homologie d’un ®;, nous précisons

(4.16) a; = classe d’homologie de w; dans C; pour 1<,;j<s—1.

Nous pouvons alors définir les homomorphismes suivants

{- P H - I(L)®H1<P*) = H(Pyx,L*)

4.17) L Heo (M) ® Hy(PL) — H(My, M#)

par les conditions

Vi(z ® incly (@) = incly (v; 1 (z ® a;))
Vk'(Z' &® inCI* (aj)) = in(;l* (Vj:k(zl ® aj))
en notant indistinctement incl, tout homomorphisme induit en homologie par
une inclusion.

4.17.1) { pour 1 </j<s—-1,

LEMME 4.18. Les homomorphismes v, et v, définis ci-dessus sont
des isomorphismes pour tout k. Ils font commuter le diagramme

Vk
He (L) @ Hi(PL) > Hi(Py,L*)
i ) 7
Vi

Hy (M) ® H\(PY) > H(M,, M*)
dont les fléches verticales sont les homomorphismes naturels. L ’isomorphisme
v, se réduit a la forme triviale donnée par la Jormule intrinséque
V@ ®[o]) =z x [al@l 5y pour tout I-cycle o de Pl

ou [a]pl ) désigne limage de [a] par I’homomorphisme naturel
Hl(Plk) - Hltpiks{x}) .
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Démonstration. Nous allons écrire v, comme composé d’isomorphismes déja établis.
Nous avons en effet, pour commencer, la suite d’isomorphismes

s—1 1 51 - 2 _ 3 .
@ (Hi-1(L) @ Hi(C)) > @ Hy(Pc;, L*) > Hy(Pg, L*) > Hy(P,,L*)
f=1 Jj=1

ou la fleche numérotée 1 est la somme directe des isomorphismes de Wang modifiés v;
définis en (4.13) et 2 et 3 sont les isomorphismes naturels établis au lemme 4.6 et au
corollaire 4.5. Nous composons ensuite a gauche par la suite d’isomorphismes

4 s—1

Hy (L) ® Hy (P}) S Hy_ (L) @ (@ H{(C}))
Jj=1

Lo

s—1
® (Hy-1(L) ® H,(Cy))
j=1

ou 4 est obtenu en tensorisant par ’identité I’isomorphisme réciproque de I’isomorphisme
naturel (4.15) et 5 représente I’isomorphisme canonique dii & la commutation du produit
tensoriel avec les sommes directes. En composant ces cing isomorphismes on obtient bien une
application satisfaisant aux conditions (4.17.1) qui définissent v;. On a la méme décompo-
sition en isomorphismes pour v,. Maintenant, dans les deux décompositions de vy et v/, les
paires d’isomorphismes correspondants commutent aux homomorphismes naturels. Le fait
significatif est la propriété de commutation pour les isomorphismes 1: elle résulte de la
naturalité de I’isomorphisme de Wang pour les sous-fibrés exprimée par la commutativité du
diagramme (4.9) et accessoirement de la commutation des isomorphismes (4.12) aux
inclusions. Les autres commutations sont de nature élémentaire et, pour ce qui est de 2 et
3, elles sont contenues dans le lemme 4.6 et le corollaire 4.5. On obtient ainsi la commutativité
du diagramme de I’énoncé. Il nous reste a établir la formule concernant Gk' . 11 suffit de le
faire pour a = w; puisque Hl(Pi) est libre sur les classes des w; dans Pi. Ces classes
apparaissent notées incl, (a;) dans les formules (4.17.1) définissant Gk’ . La relation a établir
résulte alors de la formule (4.14) et de la naturalité du produit-croix (cf. [Sp] 5.3.11). []

Remarque 4.19. L’isomorphisme v, est, & I’isomorphisme naturel
H,PYD S H(PL,{\A}) pres, la formule de Kiinneth pour le couple de
produits (M X Py, M x {1}).

Remarque 4.20. Alors que v, est intrinséque, v, dépend, de la méme
‘maniére que les v; ,, de P’orientation choisie sur les C; mais il dépend aussi
du choix fait en (4.1) du bouquet lui-méme des C; sur lequel on rétracte par
déformation P .

Nous allons, pour finir, substituer les expressions obtenues pour
H,{(15>k , L#)et Hk(M* , M #) dans les suites exactes d’homologie relative pour
ces couples, ce qui nous donnera la proposition terminale de ce paragraphe.
Nous voulons y faire directement apparaitre L et M a la place de L # et M#

- comme nous l’avons fait pour les isomorphismes de Wang. Nous servant des

isomorphismes (4.12), nous définissons donc les injections j et j* par les
diagrammes commutatifs suivants:
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L* S P, M#* S M,
4.21) e 7 e 27
L M

Les injections j et j° commutent avec les inclusions représentées dans le
diagramme

L > P,

(4.22) Sm A O
: J’ ~

M > M,

ou A* est nommée pour la premicre fois et ou I’on reconnait I’injection
canonique m qui intervient dans 1’énoncé du théoréme 1.3.
Notre proposition peut alors s’énoncer:

PROPOSITION 4.23. Etant donné un bouquet de . cercles de sommet \
sur lequel P se rétracte par déformation et une orientation sur chacun de
ces cercles, on a une suite exacte longue associée formant la ligne supérieure
du diagramme commutatif suivant:

Ek+1 ik < Rk k
o H(L)@HPY S H(L) DS Ha(Py) S He (L) @ Hi(PY) > Hy_ (L)~ ...
(4.23.1) T my ® Id ¢ 1 my G 7 n¥ G T my_ @ S 1 my_ |

S HOMQHP®Y S HOn S B0 S He M) @ Hi®LY S H_ (M) - ...

AN /

La ligne inférieure est une suite exacte longue qui ne dépend pas des choix
effectués; [’homomorphisme |, admet pour section le produit-croix
homologique vy, dont la restriction aux éléments décomposables s’écrit
2" ®@u>z" X u. Les fleches verticales sont les homomorphismes naturels;
nous y voyons mis en évidence les homomorphismes m;, et my_, induits
par injection canonique m qui figurent dans [’énoncé du théoreme 1.3.
Conformément a la convention d’écriture (2.1), les homomorphismes j, et
Jr sont induits par les injections j et j' définies en (4.21) et I’homo-
morphisme h§ est induit par linclusion h* nommée en (4.22). Nous
convenons que H,(.) =0 pour k <O.

Démonstration. Pour montrer Pexactitude des lignes du diagramme de ’énoncé et sa
commutativité, il suffit de montrer qu’il est obtenu en faisant les substitutions permises par
le lemme 4.18 dans le diagramme suivant:
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.o Hio((Py, L#) = Hy(L#) - Hy(P,) = Hi(P,,L*) - Hy_((L*) — ...
(4.23.2) 7 A i T 1 %, i %, 7
w= Heo (M, M#) > H (M#*) = Hy(M,) = He(M,, M#*) = Hp_(M*) - ...

qui est formé des suites exactes d’homologie relative pour les couples (f’* ,L#)et (M* , M#)
reliées en un diagramme commutatif par les homomorphismes induits par inclusion.

Plus précisément, nous substituons, pour tout k, les produits tensoriels Hy _ (L)
® Hi(P) et He_ (M) ® H{(PL) a H (P, L#) et Hy(M,, M*) au moyen des isomor-
phismes v; et v, du lemme 4.18. Nous substituons aussi Hy(L) et Hy(M) a Hy(L#) et
H;(M#) au moyen des isomorphismes induits par les isomorphismes (4.12). On obtient bien
ainsi les objets du diagramme de 1’énoncé et il reste a vérifier que les fleches de (4.23.2) sont
transmuées en les fleches dudit diagramme.

Les fléches horizontales de (4.23.2) induites par les inclusions L # & 15* et M#* & M*
sont, d’apres les diagrammes (4.21), effectivement transmuées en les fléches ji et j; induites
par les injections j et j'. En ce qui concerne les autres fléches horizontales, les noms qu’elles
portent dans le diagramme de 1’énoncé apparaissant pour la premiére fois a cette occasion,
il n’y a rien & montrer; excepté toutefois pour les fléches qui devraient s’appeler &), ; et &,

et dont I’énoncé affirme la nullité. Mais cela résultera de I’existence des sections Y qui

impliqueront la surjectivité des pj donc, par exactitude, la nullité des &,. Le caractere
intrinséque de la ligne inférieure du diagramme de la proposition 4.23, contrairement a sa
ligne supérieure, provient du caractere intrinseque de I’isomorphisme v, contrairement a
I’isomorphisme v, (cf. remarques 4.19 et 4.20).

Venons-en aux fleches verticales pour lesquelles il faut montrer que des fleches naturelles
sont transmuées en fleches naturelles. Il n’y a pas de probléeme pour la fleche médiane qui

- reste inchangée. Pour les autres, il s’agit de montrer la commutativité des diagrammes avec
fleches verticales naturelles suivants:

Ck Vi ,
Hi(L) = Hy(L#) Hy (L) ® Hl(PL) S Hy(Py, L#)
7 ¢} i T v 7
Hi (M) = H (M%) Hk—l(M@)Hl(Pi):’/Hk(M*,M#)

Cela est trivial pour le premier diagramme, manifestant le simple fait que les isomorphismes
c et ¢’ commutent aux inclusions. La commutativité du second diagramme, quilest le fait
significatif, constitue une partie du lemme 4.18. Nous avons ainsi fini de montrer que le
diagramme (4.23.2) est transformé en le diagramme de I’énoncé par les substitutions que nous
avons faites. Notons que I’assertion de commutativité du lemme 4.18 que nous avons utilisée
- repose sur celle du diagramme (4.9) et donc la commutativité du diagramme de la propo-
sition 4.23 repose sur la naturalité de ’isomorphisme de Wang pour les sous-fibrés.

I nous reste maintenant seulement a montrer que y; est une section de uj.
Or l’isomorphisme vj transmue, par définition, p; en I’homomorphisme naturel
Hk(M*) - Hk(M*,M#) et, d’apres le lemme 4.18, transforme un élément décomposable
2’ ® [a] de Hy— 1 (M) ® Hl(P,Ik) en z' X [a]@l, (. 1l suffit donc de vérifier que z" X [o]
retourne bien a z” X [a] @), (1)) par cet homomorphisme naturel. Mais comme celui-ci est
‘induit par I’inclusion M x PL ¢ M X (Pi,{k}), cela résulte de la naturalité du produit-
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croix. Cette derniére partie de la proposition 4.23 repose ainsi sur la derniére assertion du
lemme 4.18, donc sur la réduction a la formule (4.10) de I’isomorphisme de Wang dans le

cas trivial. L]

Remarque 4.24. Nous avons vu, lors de la description informelle de
I’isomorphisme de Wang, que le premier point clef dans la démonstration du
théoreme 1.3 consistait en la naturalité de cet isomorphisme par rapport aux
sous-fibrés et sa réduction a un produit-croix dans le cas trivial. D’apres la
démonstration ci-dessus, cela est manifesté dans la proposition 4.23 par la
commutativité du diagramme qui y figure, d’une part, et, d’autre part, par la
présence des homomorphismes nuls et des sections x, dans sa suite exacte
inférieure qui font qu’elle n’est qu’une version de la formule de Kiinneth pour
le produit M x Pi.

Remarqgue 4.25. D’aprés la formule (4.11), on a pour & les formules
suivantes qui ne nous serviront pas dans cet article:

4.25.1) £ (E® [o]el) = (=D " 18;x1(2) —2) pour 1<j<s~—1,

ou 0;,_, est, & isomorphisme de L avec L#* pres, la monodromie en
homologie de rang k — 1 au-dessus d’un lacet ®; ayant servi a orienter le
cercle C; du bouquet sur lequel on a choisi de rétracter par déformation P..

Remarque 4.26. D’aprés la démonstration qui en a été donnée, la proposition 4.23 et
la remarque 4.25 sont valables pour n’importe quel couple formé d’un fibré topologique
localement trivial et d’un sous-fibré trivialisable sur une base séparée et paracompacte qui
se rétracte faiblement par déformation sur un bouquet de cercles. Il convient d’y remplacer
le couple (L, M) par un couple de fibres types et les injections j, j* par un homéomorphisme
de ce couple sur le couple de fibres au-dessus du sommet du bouquet choisi.

5. REINTRODUCTION DES HYPERPLANS MAUVAIS DANS L’ECLATE

Dans ce paragraphe nous passons de I’homologie du couple (P*,M*) a
celle du couple (P M) (cf fig. 3.2). C’est-a-dire que, nous limitant toujours
au complémentaire de A, nous étudions I’incidence en homologie de la
réintroduction des transformées strictes des hyperplans «mauvais» que nous
avions di oter au §3 pour aboutir a une fibration localement triviale. L’étude
de I’homologie du couple (P*,M*) menée au §4 ¢Etait basée sur cette
fibration. Quand on passe de P, aPon perd la structure de fibré localement
t1:1v1al, mais celle de fibré trivial de M* = M x P, se prolonge a
M = M x P'(C). Pour connaitre donc les perturbations apportées par la
réintroduction des hyperplans mauvais, nous cherchons & caractériser
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