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(1.7)

i» ^ n <p< 7°. sgn 1^1 n (p/jj

cp„ > 1 (p„ > 1

an -1

Dans tout ce travail nous poserons

(1.8) D

D si D 1 (mod 4)

D
— si D 0 (mod 4)
4

§2. Idéaux ambiges, idéaux ambiges primitifs réduits

Définition 1. Un idéal ambige est un idéal égal à son conjugué.

Lemme 1. i) Les idéaux ambiges sont les Z-modules de lyun des types
suivants:

Al d a,
Vd

A2 d ay

2

a + ]/d

avec 4a \ D

avec 4a\D - a2

ii) Si D 1 (mod4) il n'y a pas d'idéal ambige de type A{.

b + i
Démonstration. Dire que I d

-b + VÔ

a, est ambige signifie que

b -F VD 1

a. II a.
2

donc que £ 0(modtf), et / est du

type A\ ou A2 suivant que - est pair ou impair, ce qui démontre i), et ii)
a

est clair.
On prouve alors le résultat suivant (cf. Gauss [1], §257-259):

Proposition 1. Les idéaux ambiges primitifs et ambiges primitifs réduits

sont donnés par le tableau suivant, où D est défini par (1.8):
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Discriminant Idéaux primitifs ambiges + réduits

D 1 (mod 4)
\ a+ VD]
["' 2 J,0l° '1 1 1 a<Vi

D 4 (mod 16)

D 8, 16, 24 (mod 32)
[a, Vi], a\D |(* i- 1 a < Vi

D 12 (mod 16)

[a, Vi]a| D,| i- 1

a < ]/i
[2a,a + Vi] | f) 1

D 0 (mod 32)

[a, Vi] |

D>

h 1 a < Vi

[4a, 2a + Vi] |~ |
4a)- vi

a <
2

Démonstration. Nous cherchons d'abord les idéaux primitifs ambiges.
Soit / un tel idéal. a+ 1/D1

Si D 1 (mod 4), / a, où a 1 (mod 2), 4a | £) - a2 et

D-a2\ I D \ I D\
as I 1. Alors a \ D et \a, a \ \ a, — \ 1. Inversement

\ 4a \
si a=l(mod2), a \ Det la,—1 1, on voit que 4a\D-a2 et

D-a-
4a

1.

Si D 0 (mod 4), tous les Z-modules a,
Vi

conviennent. Cherchons si il y en a du type

DID\
avec a— et [a, —

4 \
a + Vd]

a, Alors a est
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a
pair et 1 entier positif a' - doit vérifier

2

- 2 (* D-a,2\
22 - a 12a, 1 1.

I 2a'
(2.1) 2a

ce qui entraîne a' \ 22.

Si 22 1 (mod 2), alors a' 1 (mod 2) et la deuxième relation ne peut
être vérifiée que pour 22 3 (mod 4), c'est-à-dire D 12 (mod 16). Alors

la' I 22 - a'2 a' I 22

et si ceci est vrai

,2I D - a \ D \
2a', 1 <£ 2a', a'l 2a' \ a'

2 & | a', a' | 1

a'

1

Ceci nous donne la liste des idéaux primitifs ambiges pour D 4 et

12 (mod 16).

Il reste donc à étudier les cas où 22 0 (mod 8). Alors (2.1) implique
a' - 2a" d'où D 422" et s'écrit donc ici

a" | D" —a",14a",1

qui équivaut à

(2.2) \D", (4«",£-

22"
Mais (2.2) implique que —^ a" (mod 2), donc 22" 0 (mod 2), soit

a"
22 0 (mod 32), et alors (2.2) équivaut à

1'"io" (*"£)
ce qui achève la démonstration de la liste des idéaux primitifs ambiges.

Pour trouver ceux qui sont réduits nous utilisons le

Lemme 2. L'idéal 2=a[l,\|/] est réduit si, et seulement si,

\|/ 4- [— \j>] > 1.
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Démonstration. On peut remplacer 14/ par (p ip + [ — ij/] Qui vérifie

0< — \j/ — [ — \fr] < 1, c'est-à-dire — 1 < (p < 0, donc l'idéal / est réduit si,

et seulement si, cp \p + [ — \j/] > 1, ce qu'il fallait démontrer.

Ceci étant, on voit que

a,
\T

et que

a,

2

a + Vd

est réduit & +
2a

Vb
2a

> 1 & a <

2

Vb

est réduit h
2a

Vb-
2a

D

> 1

Vb 1

la 2

ce qui achève de démontrer la Proposition 1.

& +
2a

1 1/~D 1 /—> - > - & a < V D
2 2a 2

Corollaire 1. Si D ^ 0 (mod 32), un idéal ambige primitif est déterminé

par sa norme.

Démonstration. Dans la deuxième colonne du tableau de la Proposition

1 à des normes distinctes correspondent des idéaux distincts.

Corollaire 2. Si D 0 (mod 32), soient t ^ 3 et A les entiers

définis par
D 2'A A 1 (mod 2)

Les idéaux primitifs ambiges et primitifs ambiges réduits sont donnés par
le tableau suivant, où a désigne un entier tel que

a > 0 a I A *7) 1

Type Idéaux ambiges primitifs + réduits

1 [a, Vd\ a < l/ö

2 [l'a, VD] l'a<Vb

3 [4a,la+ Vb] la < Vb

4 [l'a, l'~la+ ]/ö] l'~xa < Vb
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Démonstration. Le Corollaire 2 est une conséquence immédiate de la

Proposition 1, cas où D 0 (mod 32).

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant:

Lemme 3. Soit /o
ka0 + Vd

(*o, {a_ i, ka0, a0} un idéal ambige
2

primitif réduit, Ix l'idéal suivant 70 dans sa période. Alors Ix pXI0

avec

ka0 + Vd
(2.3) p, i < p, < —.2aQ aQ a0

Si 70 (1) alors Vd - 1 < pj < 1Vd.

ax kaQ + ]/d kaQ + ]/5
Démonstration. D'après (1.7) Ix 70 70 et,

a0 2ax 2a0

ka0 - Vd kaQ + ]/5
comme l'idéal 70 est réduit, - 1 < < 0, donc pi

2a0 2a0

Vd ka0- Vd
^ vérifie les inégalités (2.3). Pour achever de démontrer

a0 2a0

le Lemme 3 il suffit-de noter que a0 1 si 70 (1).

Définition 2. La norme réduite TV'(7) d'un idéal ambige primitif 7 est le

nombre a du tableau de la Proposition 1 si D sj= 0 (mod 32) et du tableau du

Corollaire 2 si D 0 (mod 32).

Proposition 2. Soit D ^ 0 (mod 32). Soient 70 et Ix deux idéaux

ambiges primitifs de normes réduites D0 et Dx respectivement.

Il existe quatre entiers positifs d, d0,dx, d' premiers entre eux deux à

deux tels que

D ddQdxd', Dq dd0 Dx ddx

et un nombre rationnel r dépendant de 70 et Ix tel que l'idéal

(rhlx% N'{J) dç>dx si

\rVöl01\,N'(J)dd', si

soit un idéal ambige primitif réduit.

L'idéal J est égal à (1) si, et seulement si} I0 Ix.

d0di < Vd

d0di > Vô
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Démonstration. D'après la Proposition 1 et la Définition 2 on a

DDoD'o DXD\avec (D0,D'0) 1

Définissons d,d0 et d\ par

D0 dd0,A ddi,)-l.
On voit qu'il existe d'tel que D\ dod' d'où D'0 did' et donc

D ddç>did'avec (dd0,d1

ce qui prouve que les nombres d, d0,dx,d' sont premiers entre eux deux à

deux.

Do + VÔ

/,

Supposons d'abord D= 1 (mod 4). Alors I0

A + 1/A

Au

A, et, effectuant le produit, on trouve

(do + ûA
_ r- ^ tfndi I I +

Ioh
d d [dJrd'\

ddod\ + d\\/D) ddod\ ~f~ dç^/D) \ 2 J
D

/=r»rf" 2
•

2 2 I

do + d\ d + d hh
Comme (d0,d{) — 1 et (mod2) on voit que est un

2 2 d

Ioh
idéal ambige entier sans diviseur rationnel, et, comme tout nombre de

d
kdodi + 1]/D IoI\

s'écrit où l, k e Z, on voit que tout entier rationnel de
2 d

est multiple de dQd\.

(d- d
D'autre part dd0d\ et |—-— | d0d\

^ /o/l ^ ^/7°Mappartiennent a -j- donc NI —I
dQdu ce qui, comme (d0dudd') 1, prouve par la Proposition 1 que

hh
d

dodx + 1Z~D

dodx,
Ioh

et que est ambige et primitif.
d

Si dod\<1 - est réduit donc on satisfait à la Proposition 2 en posant
d

J
hh

r l
d

'
d
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Si d0 di > Vd on trouve par le même calcul

dQdx
d0di + 1f~D

dd',
dd + j/~D

D,
d + Vd

1

loi1

Multipliant par l'idéal primitif on obtient
d

dd',

ce qui démontre la Proposition 2 avec r —

dd' + VD] I/d/q/j
dd0dx

1

ddodi
J dd', -

dd -r y D

Le cas où D 0 (mod 4), quand les idéaux I0 et I{ sont du type est

analogue, en plus simple, et on trouve le même résultat.
Si D 12 (mod 16) on trouve, par un calcul analogue, quand au moins un

des idéaux I0, Ix est du type A2,

2- [2 Do ,D0+VB) [22),, D, + V Ö] Vd]
2d

d'où r — J [d0dx, ]/ö] si d0dx < \fî) et
2d

\ [2D0,£>0 + l/Ö] [2),, V5] [2d0dx ,d0dx + Vö],
d

1

d'où r - J [2d0di, d0dx + ]/5] si d0dx < ]/d
d

Puis, si d0dx > ]/d, on obtient respectivement r J [dd', Vö]
2dd0dx

et r —

1

J [2c?rf'; + Vï)}
ddçdi

Ces calculs montrent que J (1) si, et seulement si, d0 dx 1 et si les

idéaux I0 et Ix sont de même type, donc si I0 Ix. Ceci achève de prouver la

Proposition 2.

Proposition 2'. Soit D 0 (mod 32), et soient t et A les entiers

définis au Corollaire 2.

Soient I0 et Ix deux idéaux ambiges primitifs de normes réduites D0

et Di respectivement. Il existe quatre entiers positifs d, d0,dx, d', premiers
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entre eux deux à deux, tels que

A ddodid', D0 <^o > A dd\

et un nombre rationnel r dépendant de Iq et f tel que l'idéal J défini
ci-dessous soit un idéal ambige primitif réduit.

Types de I0 et I{

(Corollaire 2)
J - riof J rVbloh

du même type

1 et 2, 3 et 4

2 et 3, 1 et 4

1 et 3, 2 et 4

dodi < \/~D

2'dodi < Vb

2,~ld(,d\<Vb

2d0 d[ < Vb

d0di >

2'd0dx > 1

2'~ld0dl > Vb

2d0di>Vb

L'idéal J est égal à (1) si, et seulement si, I0 I\.
Démonstration. La Proposition 2' se démontre comme la Proposition 2.

On calcule les produits d'idéaux primitifs ambiges réduits des dix différentes
combinaisons de types en fonction des nombres d0 et d\. Si le produit obtenu
n'est pas réduit, on le multiplie par l'idéal «complémentaire» pour obtenir un
idéal réduit.

Définition 3. Soit /

§3. Idéaux symétriques

b + Vb
a,

D-b2
un idéal et c L'idéal /

4a2

est symétrique si l'on peut choisir b > 0 dans sa classe modulo 2a de façon
que a c.

Définition 4. a) Une représentation de D comme somme de deux carrés
est un couple (M,N) d'entiers > 0 tels que (M,N) l,M2 + N2 D et
M 1 (mod 2).

b) Soit D M2 + N2 une représentation de D. L'idéal symétrique
primitif
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