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TRANSPORT PARALLELE ET TRAINEE

par Hansklaus RUMMLER

0. INTRODUCTION

La connexion de Levi-Civita et le transport paralléle correspondant sur
une variété riemannienne M sont d’habitude définis de fagon axiomatique:
D est I'unique connexion linéaire sur TM sans torsion et compatible avec
la métrique riemannienne, et un champ de vecteurs X le long d’une courbe y
dans M est dit parallele si D, X = 0.

Bien que cette définition se justifie par les résultats de la géométrie
riemannienne, on aimerait en avoir une interprétation naturelle. Pour une
sous-variété riemannienne d’un espace euclidien une telle interprétation est
bien connue: X est parallele le long de y dans le sens de Levi-Civita s’il
est « aussi parallele que possible » pour un champ de vecteurs tangents a M :
La dérivée X par rapport au parametre de la courbe est normale a M,
ce qui signifie que le champ de vecteurs X ne varie le long de y que pour
rester tangent a M.

Cette interprétation du parallélisme le long d’une courbe ne s’applique
plus au cas d’une variété riemannienne « abstraite », a moins de la plonger
localement i1sométriquement dans un espace euclidien. C’est possible, mais
c’est dans un certain sens une « trahison » des principes de la géométrie
riemannienne intrinseque. C’est pourquoi nous essayons d’interpréter le paral-
Iélisme le long d’une courbe d’une autre fagon, sans utiliser un tel plongement.

1. UNE INTERPRETATION HYDRODYNAMIQUE DU PARALLELISME
DE LEVI-CIVITA

Imaginons la variété riemannienne M remplie d’un fluide idéal incompres-
sible, de densité constante. La trainée, Cest-d-dire la résistance hydro-
dynamique, d’un corps mobile dans M est alors proportionnelle au carré
de sa vitesse. Considérons maintenant une courbe différentiable v: [a, b] — M,
ou nous interprétons le paramétre ¢ comme temps, et un champ de vecteurs X
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différentiable le long de cette courbe. Remplagons, pour un & > 0 assez
petit, le vecteur tangent X(¢) par le segment géodésique

)fs(t) t= {exXpPysX(t); — 8 < s < + 8}

(autrement dit, « I'objet infinitésimal » X(t) est remplace par « l'objet réel »

X;s(t) dans M), et fixons aux extrémités de XS( ) deux petites boules du
méme rayon. Nous allons calculer la trainée de cet « haltére » déplacé le
long de vy, et nous allons montrer que cette trainée est minimale — modulo
un terme d’ordre o(8%) — si et seulement si X est paralléle le long de .

Pour étudier la vitesse de chaque point du segment géodésique X s(1),
nous consideérons 'application

O:]—¢, +e[x[a,b] > M, s, t):= exp,sX(t),

qui est bien définie et differentiable pour € > 0 assez petit. Le point corres-
pondant au parametre s parcourt alors une courbe v,y voisine de y et
definie par y(t) = @(s, t), et nous devons calculer le carré de sa vitesse,
| v.x || %, et de quelle fagon cette grandeur dépend du parameétre s.

Nous allons travailler avec des champs de vecteurs le long de I'appli-
cation ®, c’est-a-dire des sections dans le fibré vectoriel induit ®*TM
au-dessus de G:= ]—¢, +¢[ x[a, b] dont la fibre en x e G est l'espace
tangent T'y,M. Un champ de vecteurs Y sur M induit de fagon naturelle
un champ ®*Y le long de ®, défini par ®*Y(x):= Y(®(x)) pour x € G.
Mais un champ de vecteurs U sur G induit également un tel champ le long
de @, a savoir ®, U, défini par ®,U(x) : = d®(x; U(x)) pour x € G.

La connexion de Levi-Civita sur M induit une connexion linéaire D?
sur ®*TM dont nous rappelons brievement la construction (voir aussi
[2, page 15]): Un champ de vecteurs X le long de @ s’écrit localement
sous la forme X = Zifi - O*X, avec des fonctions f; sur G et des champs
de vecteurs X, sur M. Pour x e G et £ € T,G on pose

Dg)X .= Z (‘:(fz) ) Xi(q)(x))‘*'fi(x) ) Dd(D(x; é’;)Xi) .

On voit facilement que cette expression ne dépend pas de la représentation
choisie pour X, et que D® est une connexion linéaire sur ®*TM.

Le fait que la connexion de Levi-Civita est sans torsion se traduit pour
D® par la propriété suivante:

Pour deux champs de vecteurs U, V sur G, on a toujours

(1) D(lIJ)(D*V - D?/)(D*U = (D*([Ua V).
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~ - m .
De méme, si R est le tenseur de courbure sur M et R® celui de la
connexion D®, alors

R®x; &, n){ = R(®(x); dO(x; &), dD(x; M))S

pour x€ G, §,neT,G et { € ToyM. Nous avons donc pour deux champs
de vecteurs U,V sur G et un champ de vecteurs W le long de ® en
chaque point x € G

(2) (DEDYW —DYyDGW =Dy W) (x) = (RYU, V)W) (x)
— R(®(x); D, U(x), @, V(x)W(x).

Considérons sur G les champs de vecteurs définis par les coordonnées s et ¢,
c’est-a-dire

0 0
et V.= —

U:.=— ,
Js ot

ainsi que les champs correspondants le long de ®@:

~

X:=0U e Y:=0V.

Par construction, X est un prolongement du champ de vecteurs donné X,
cest pourquoi nous allons écrire simplement X dans la suite, et Y est
le champ tangent aux courbes vy .

Nous avons donc | v,x | 2 = <Y, Y), et par conséquent

o . * .
55 I Ysx | 2= 2DyY, Y) et 552 | Vx| *=2DYDYY, Yy + 2| DRY | 2.

Or, d’apres (1),
DJY = D{®,.V = DSO U = DX, <car [U,V] =0,
et, d’apres (2),
DyDyY(x) = DEDYX(x) = DYDFX(x) + R(D(x); X(x), Y(x)X(x)
= R(®(x); X(x), Y(x)X(x),

car DyX = 0 parce que les courbes {t = const.} sont des géodésiques.
Le long de la courbe vy, c’est-a-dire pour s = 0, nous avons donc, en
écrivant de nouveau simplement D.X aulieu de D}X :

0 w2, )
5_s|s=o I yex |1 = 2{DX, v
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0* . : .
5 ¥ 12 = ARX VX, 7> + 2| D;X || 2,
ds [s=0
ce qui nous donne pour || v,x || > le développement
(3) IYsx 12 = 11y 12 + 25<D;X, v) + s*(KRX, X, v)
+ | D;:X || ?) + ofs?).

La trainée de notre haltére est donc proportionnelle a

1 . .
(4) 5 (Fvex | 2+ [ vosx %)
= Iy II? + 3*(CRX, X, v> + | DX [|?) + 0(3?),
et cette expression devient minimale — modulo 0(8%) — pour D;X = 0,

c’est-a-dire lorsque X est paralléle le long de la courbe 7.

Il est essentiel de considérer un segment géodésique symétrique par rapport
au point 7y(t), pour éliminer le terme de premier ordre en 6. C’est aussi
raisonnable du point de vue de linterprétation physique: Nous ¢liminons
ainsi le moment provoqué par une asymetrie de [I’haltere. Le terme
8> | D;X | ? peut étre interprété comme trainée due a une rotation de I’haltére
relative a un haltere déplacé parallelement, et le transport parallele est le
déplacement naturel d’un haltere symétrique dans le sens suivant: On déplace
le centre de T’haltére, et la trainée provoquée par les deux bouts est
equilibrée de sorte que la trainée totale soit minimale.

Dans la derniére formule, on a toujours le terme 3*<R(X,v)X,v>. 1l
dépend du tenseur de courbure de la variété et du vecteur X, mais non de
sa dérivée covariante D,X. Cela implique que pour R # 0 on peut parfois
diminuer la trainée au futur en 'augmentant momentanément, c’est-a-dire en
admettant D;X # O pour un certain temps: Prenons par exemple pour vy
I'équateur de la sphére S?, et pour X un vecteur qui au début n’est
pas dans la direction nord-sud. En le tournant lentement vers une position
nord-sud, nous augmentons la trainée pendant cette phase, mais apres elle
sera inférieure a sa valeur au départ.

2. ENERGIE CINETIQUE ET COURBURE
Pour étudier le role du terme 82¢R(X, y)X, v, nous observons d’abord

qua la place de la trainée on pourrait aussi bien parler de I’énergie
- cinétique de notre haltére si les deux extrémités représentent deux points
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de masse ayant la méme masse. Cette interprétation s’applique aussi dans le
cas ou nous déplagons toute une boule géodésique et non seulement deux
points de masse. Admettons encore un déplacement paralléle, c’est-a-dire sans
composante de rotation, et supposons que la boule soit homogene, de
densite p. Chaque point de la boule parcourt alors une courbe 7Y,y avec
0<s<&detou X est un champ de vecteurs paralléle le long de vy tel
que X(t) e $"" %, la sphére-unité dans T,,M. Si B; est la boule géodésique
de rayon 9, son énergie cinétique est

)
E=9Jn%me=§ff | Fox 1 2(1+h(s, X))dV™= L5~ 1ds
Bs 0. sn-1

Ici, dV" est I’élément de volume de la variété M et dV" ! celui de la
sphére S"~! dans I’espace euclidien T,nM, et la fonction h(s, X) est une
fonction d’ordre O(s?) en s, car 'élément de volume de la sphére géodésique
de rayon s est de la forme

"1+ hs, X))dvr? .

En exprimant Iintégrand | y.x | * par (3), et avec 'hypothése D:X =0
nous obtenons

3
E = g v || 2vol (Bg) + gj f (RX, V)X, 1>dV"~'s" s + o(8"*2).
0. sn-1

Or, avec y = || v | T nous avons

(5) Ln_1<R(X, VX, YAVt = — ||y IIZJ (R(X, T)t, XAV~ 1

sn-

o vol (S"™1)

= — |

Ric(t, 1),

ou Ric est le tenseur de Ricci. Finalement nous obtenons

2

(©) E=§HMZO—n82RMnﬂ+MWQ,
ou m est la masse de la boule.

Le tenseur de Ricci mesure donc la différence de I’énergie cinétique
si nous remplagons une boule homogeéne par un point de masse en concentrant
toute la masse de la boule en son centre. Notamment, les deux énergies
sont les mémes a4 une erreur relative d’ordre 0(8%) prés si la variété
riemannienne M est Ricci-plate. (Voir aussi [1] sur le tenseur de Ricci)
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