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L’Enseignement Mathématique, t. 35 (1989), p. 125-189

CONTRIBUTION
A L’ETUDE D'UNE CONJECTURE DE THEORIE DES NOMBRES
PAR LE CODAGE ZBV

par Serge GRIGORIEFF et Denis RICHARD

ABSTRACT. In [RJ] J. Robinson asked whether first order arithmetic over
the set N of non negative integers is definable in terms of the successor
function S and the coprimeness predicate 1 (where a L b iff a and b
have no common prime divisor). It turns out that this question is equivalent
to the following conjecture of number theory: Is there an integer k such
that for every pair (x, y) of integers, the equality x = y holds if and only
if x+ i and y + i have the same prime divisors for 0 < i < k? This
conjecture, due to A. Woods, i1s itself closely linked to some open questions
proposed by P. Erdos (see [EP]). From the results in [RJ], [WA] and
[RD], first order arithmetic is expressible in terms of the successor function S,
the coprimeness predicate L and anyone of the predicates of the following
list:

X <y;x+y=z;x|y(xdivides y); x x y = z;
y = m* (for any fixed m>2).
This paper intends

1°) to present some number theoretical results which are pertinent tools to
develop methods essentially relevant to mathematical logic;

2°) to give a survey of the history of arithmetical definability;

3°) to present some results about J. Robinson’s question which unify all
previously known ones;

4°) to add to the previous list new predicates such as RES(x, p) (which
means that p is prime and x is a quadratic residue modulo p), POW (y, x)

(which means that y is a power of x) and weak restrictions of addition,
multiplication and division.

Ce travail a bénéficié du soutien du PRC Mathématiques et Inf i
CNRS, France. ques et Informatique du
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§ 1. INTRODUCTION

1.1. La conjecture que nous allons étudier ici est due, selon R. Guy
(cf. [GR], problem B29) au logicien A. Woods et se formule ainsi:

Existe-t-il un entier k tel que, pour tous entiers x et y, il y ait
égalité entre x et y si et seulement si pour chaque i = 0,1,2,..,k
les entiers x + i et y + i ont mémes diviseurs premiers?

Une telle constante k doit nécessairement &étre supérieure ou égale a 2:
en effet, P. Erdos a remarqué que, pour tout n, les entiers x = 2" — 2
et y = 2%(2"—2) sont tels que x et y ont mémes diviseurs premiers ainsi
que x + lety + 1. A la question soulevée par Erdos (cf. [GR], problem B 19)
de trouver d’autres exemples qui ne soient pas de la forme précédente,
la seule réponse apportée a ce jour I'a été par A. Makowski (cf. [MA]):

x=75=3x5" et y=1215=3>x5
pour lesquels

x+1=76=2"%x19 et y+1=1216 =2°x19.

1.2. La question I’A. Woods est un affaiblissement de la conjecture suivante,
¢galement due a P. Erdos (cf. [EP] ou [GR], problem B 35):

Il Wy a quun nombre fini dentiers m,n,h,k avec k>=h=>=3 et
m # n tels que les produits (m+1) (m+2)...(m+k) et (n+1)(n+2)...(n+h)
aient les mémes diviseurs premiers.

Comme exemples de tels produits citons 2.3.4.5.6.7.8.9.10 et 14.15.16 ou
48.49.50, ou encore les produits 2.3.4.5.6.7.8.9.10.11 et 98.99.100.

1.3. Les deux conjectures précédentes sont liées a une autre, encore due a
P. Erdos:

L’équation
ppem [(n+1) (n+2) ... (n+ k)] = ppem [(m+ 1) (m+2) ... (m+ h)]

ne possede quun nombre fini de solutions (m,n, h, k) telles que h > 2
et m=n+k

1.4. Compte tenu de ce qui précede, la conjecture de A. Woods mérite
d’étre appelée conjecture d’Erdos-Woods, abrégée en conjecture de E-W dans
la suite de l’article.

2\
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C’est en essayant de résoudre une question posée par J. Robinson en 1948
qu’A. Woods a formulé la conjecture E-W.

La question posée par J. Robinson — et que nous mentionnerons dans
la suite sous le nom de probléme de J. Robinson — est la suivante:

Peut-on définir, au premier ordre, toute Iarithmétique (c’est-d-dire tous les
prédicats et fonctions usuels comme l'ordre naturel, addition, la multiplication,
Pexponentiation, etc.) avec seulement la fonction successeur S (c’est-a-dire
x—Xx + 1) et le prédicat de coprimarit¢é x Ly (qui indique que x
et y sont premiers entre eux)?

1.5. A. Woods a montré que, de fagon surprenante, la conjecture de E-W
et le probleme de J. Robinson sont mathématiquement équivalents (cf. 4.2 et 5.3).
Cest la raison principale qui nous fait souhaiter retenir l'attention des
théoriciens des nombres. Suite a cette équivalence, des avancées paralléles
se font sur les deux versions de cette méme question.

1.6. Version Théorie des nombres
Les premiers résultats remontent au siécle dernier:

— en 1897 C. Stgrmer (cf. [SC1] et [SC2] montra quil n’y a qu'un
nombre fini de couples (x,y) tels que x(x+1) et y(y+1) aient les
mémes diviseurs premiers fixés a I'avance;

— en 1892 K. Zsigmondy (cf. [SH] ou [ZK] montra qu’a [lexception
de 2 et 8, un entier primaire x est caractérisé par le premier dont il
est puissance et les diviseurs premiers de x + 1 (résultat retrouvé par
Birkhoff et Vandiver en 1904 (cf. [BG & VH)).

On trouve ensuite les travaux de P. Erdos en 1980 (cf. [EP]), et,
recemment (en 1986), ceux de D. Balasubramanian, T. N. Shorey et M. Wald-
schmidt (cf. [BD & ST & WM)).

Une synthese des études menées sur la conjecture E-W avec des méthodes
de théorie des nombres, ainsi que la contribution personnelle de M. Langevin
écrite & P'occasion du colloque organisé pour féter les 75 ans du pro-
fesseur P. Erdos, sont & paraitre dans [LM2].

1.7.  Version Logique

Alors que les théoriciens des nombres attaquent la conjecture E-W en
affinant des majorations ou minorations adéquates, le logicien tente
« d’approcher le plus possible » le langage minimum considéré (S; L)
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— Il s’agit d’ajouter au successeur et a la coprimarité une relation ou
fonction au pouvoir d’expression le plus restreint possible mais suffisant
pour pouvoir définir toute I'arithmétique.

— On peut aussi remplacer le successeur par une relation plus forte
(comme I'addition ou 'ordre naturel qui permettent de redéfinir la succession,
la réciproque étant fausse),

ou bien renforcer la coprimarité par une relation (telle la multiplication ou la
divisibilité) qui permette de redéfinir la premiére.

1.8. Le premier résultat remonte a A. Tarski ([TA]) qui montra que le
langage du successeur et de la multiplication suffit a définir toute larith-
meétique.

J. Robinson (cf. [RJ]) prouva dans sa thése (1948) que larithmétique
du premier ordre est définissable par successeur et divisibilité.

Plus tard, en 1981, la thése de A. Woods (cf. [WA]) établit la possibilité
de définir I’'arithmétique en termes d’ordre naturel et de coprimarité. Dans ce
méme travail, il montre, de plus, I’équivalence entre le probleme de définis-
sabilité pose par J. Robinson et la conjecture E-W.

Enfin, les travaux de [RDI1], [RD2], [RD3], repris au § 5 ci-dessous,
présentent la méthode de codage ZBV fondée sur le Théoréme de Zsigmondy-
Birkhoff-Vandiver (cf. [BG & VH], [SH] ou [ZK]). Cette méthode permet de
prouver de nouveaux résultats et de retrouver nombre de ceux déja connus.

Dans cet article nous étendons ces travaux et présentons des résultats
originaux qui unifient tous ceux connus sur ce sujet.

1.9. Remarquons que des motivations mathématiques au départ tres
éloignées sur une méme question peuvent conduire a des éclairages différents
et mutuellement féconds. Par exemple, on trouvera dans les publications réfe-
rencées [RJ] ou [RD2] des preuves du fait que les relations d’ordre naturel
et de divisibilité sur les entiers suffisent a définir toute 'arithmétique, ce
qui signifie que toute question de théorie des nombres possede une traduction
canonique en termes de ces deux relations d’ordre.

Bien plus, il a été récemment prouvé par P. Cegielski (cf. [CP]) que
I'axiomatique de G. Peano pour larithmétique du premier ordre peut étre
tout aussi bien remplacée par une axiomatisation comme théorie de deux
ordres spécifiques: I'ordre naturel et celui de divisibilité.

Certains de ces axiomes expriment des propriétés caractéristiques de chacun
de ces ordres, d’autres sont des théorémes fondamentaux d’arithmétique
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traduisant les liens entre ces deux ordres. Tous ces axiomes sont évidemment
exprimés dans le langage réduit a ces deux seuls ordres.

1.10. On utilise, dans les méthodes logiques pour I'étude du probléme de
J. Robinson, des théorémes classiques d’arithmétique: outre ceux mentionnes
ci-dessus, d’autres résultats, par exemple ceux de Dirichlet, R. C. Carmichael
(cf. [CR]), Stgrmer (cf. [SC1] et [SC2]), ou Schnirelman-Vaughan (cf. [SC]
et [VR & RH]), recoivent des applications a des questions difficiles de
définissabilité.

1.11. La méthode de codage ZBV nous semble avoir un intérét intrinséque
en logique et en informatique théorique (cf. [RD4]). Ainsi, les codages que
nous présentons permettent d’interpréter les entiers premiers comme des
mémoires abstraites de capacité arbitrairement grande.

1.12. PLAN DE L’ARTICLE

On rappelle au § 2 certains résultats de théorie des nombres fondamentaux
pour I'étude de la conjecture E-W, et on développe quelques notions liées
a la conjecture d’Erdos-Woods et utilisées dans la suite.

Le § 3 présente les notions logiques sur lesquelles s’appuient ce travail

Le §4 présente un survol de lhistoire de la définissabilité arithmétique
et une synthése des résultats obtenus sur le probléme de J. Robinson (alias
la conjecture d’Erdos-Woods). Il indique aussi la maniere dont tous ces
résultats peuvent étre déduits de certains des théoremes originaux (4.10, 6.2
et 6.5) de cet article.

Le §5 est dédi¢ a la preuve du Théoréme 4.10: celui-ci donne une
caractérisation en termes de définissabilité logique de la notion, purement
arithmétique, de saturation pour I'équivalence « x + i et y + i ont mémes
diviseurs premiers pour i € A = Z ». Cette preuve est basée sur les arguments
de codage ZBV introduits en [RD1], ceux-ci sont entierement repris et élargis.

Le § 6 étudie (Thms 6.2 et 6.5) le role de la relation d’égalité en face
de la fonction successeur et de la relation de coprimarité. Le Théoréme 6.2
est un résultat général sur la réduction de la question de définissabilité
des opérations + et x a celle de la seule relation d’égalité. Le Théoréme 6.5
contraste avec le précédent en montrant que, toute difficile qu’elle semble a
définir avec S et L, la relation d’égalité n’ajoute guére au pouvoir expressif
de S et L que la possibilité de se définir elle-méme!

Les §7, 8 et 9 présentent des résultats sur la définissabilité de I’arith-
meétique en termes du successeur, de la coprimarité et
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de la fonction puissance,

ou du prédicat de résiduation quadratique,

ou de restrictions faibles soit de I’addition, soit de la multiplication,
soit de la division.

D’article se conclut au § 10 sur des perspectives d’é¢tude de la conjecture
par les méthodes de codage, mais aussi sur une réflexion de logicien tentant
de comprendre I’éventuel caractere « désespéré» de certaines comnjectures
arithmétiques comme celle qui nous intéresse.

§ 2. PRELIMINAIRES DE THEORIE DES NOMBRES

2.1. On note N, Z, P les ensembles respectivement formés des entiers
naturels, des entiers rationnels, et des nombres premiers. »

L’ensemble des diviseurs premiers de x est appelé support de x et noté
SUPP (x).

Un outil essentiel est le Théoréme de Dirichlet sur I'infinitude des premiers
dans les progressions arithmétiques u(n) = an + b, pour a L b. Joint au
Théoréme des restes chinois, il conduit a 'existence d’une infinité de solutions
en entiers premiers des systemes de congruences du type

z = 5, (mod ty), ..., z = s, (mod t,)

ou ty, .., t, sont deux a deux premiers entre eux et 0 < s5; < t4,..,0 <5, <¢,.

2.2. Un résultat constamment utilis¢ dans ce qui suit est le Théoreme
découvert par K. Zsigmondy en 1892, et redécouvert ensuite par Birkhoff et
Vandiver en 1904, que nous appelons Théoréeme ZBV et que voici:

THEOREME (Zsigmondy-Birkhoff-Vandiver). Soient x et y des entiers
premiers entre eux tels que 0 <y < x. Pour tout n >0, il existe au
moins un diviseur premier de x" — y" qui ne divise pas x™ — y™ pour
0<m<n (un tel diviseur est dit primitif pour x" — y") excepté dans
les cas suivants:

II

) n=1,x—y 1,x — y na alors aucun diviseur premier
i) n=2,x+y=2" ou u>0;
2

i) n=6x=2y=1

2.3. L’analogue du Théoréme ZBV a propos des formes x" + )" a été
démontré par R. Lucas et R. Carmichael (cf. [CR]).
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TaEOREME (Lucas-Carmichael). Soient x et y des entiers premiers
entre eux tels que 0 <y < x. Pour tout n > 0, il existe au moins un
diviseur premier de x" + y" qui ne divise pas x™ + y" pour 0 <m <n
(un tel diviseur est dit caractéristique pour x" + y") excepté dans le cas ou
n=3x=2 e y=1

Ce théoréme est, en fait, corollaire de ZBV puisque tout diviseur primitif
de x>" — y*" est diviseur caractéristique de x" + y".

24. Si p est premier, nous notons ORD (x, p) l'ordre de x modulo p,
c’est-a-dire le plus petit o tel que x* = 1 (mod p).

Il est clair que p divise (resp. est diviseur primitif de) x* — 1 si et
seulement s1 o est multiple de (resp. est égal a) ORD (x, p).

Les Théoremes ZBV et LC, joints au fait simple suivant lequel le pged
des entiers x" — 1 et x™ — 1 est xP&4=™ _ { montrent le résultat suivant:

COROLLAIRE. Pour tout entier x > 1 et tous entiers o et P:
i) Légalité SUPP (x*—1) = SUPP (xP—1) équivaut a
(@ = P ou bien x est de la forme 2 — 1 avec u > 1 et o et P
éléments de {1, 2}).
ii) Llinclusion SUPP (xP—1) = SUPP (x*—1) équivaut a
(B|o oux estdelaforme?2*— 1avecu > letB = 2)
i) Un entier p est diviseur primitif de x* — 1 si et seulement si
p divise x* — 1 et, ou bien a0 = 1,
ou bien SUPP(x*—1) <, SUPP(x’—1) pour tout B # o tel que p
divise x? — 1.
iv) L’égalit¢é SUPP (x*+1) = SUPP (xP+1) équivaut d
(¢ = B oubien x = 2 et o et B sont éléments de {1, 3}).

Preuve. Cf. les Corollaires 1.7, 1.8 et 1.9 de [RD1] pages 223-224.

2.5. Le Théoréme suivant remonte a C. Stgrmer (1897, cf. [SC1] et [SC2]).

THEOREME (Stgrmer). Soient p,, .., p, des premiers distincts, K, oy, ..., o,
des entiers strictement positifs. Pour 1 <i < n, posons g =1 si o

i

est impair et € = 2 si o, est pair. Posons aussi D = K.p3....pe.
Si x*—1=K.p%....p™ alors x est la solution fondamentale de
Péquation de Pell-Fermat x*> — Dy* = 1.
Si x(x+1) = K.p$t.....p*™ alors 2x + 1 estla solution fondamentale

de Péquation de Pell-Fermat x* — 4Dy? = 1.
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COROLLAIRE.

Si E est un ensemble de n entiers premiers distincts, il .y a au plus
2" entiers x tels que SUPP[x(x+1)] < E.
Ainsi, pour tout entier a, [lensemble ST(a) des entiers b tels que

SUPP (a) = SUPP(h) et SUPP(a+1) = SUPP(b+1)

est lui aussi fini.

Les entiers naturels x et y sont égaux si et seulement si les conditions
suivantes sont simultanément satisfaites :

1) SUPP(x—1) = SUPP(y—1) et SUPP(x+1) = SUPP(y+1);

2) pour tout premier p et tout ie{—1, +1}, les valuations de p
dans les décompositions primaires de x + i et de y + i ont la
méme parité.

COROLLAIRE 1. Soit A wun ensemble fini d’entiers positifs de méme

support. Il existe un entier N(A) tel que, pour tous x et y dans A, les
conditions suivantes soient équivalentes :

i)

i)

iii)

X =Y
Il existe m > N(A) tel que
SUPP (x+m) = SUPP (y+m) et
SUPP (x+m+1) = SUPP(y+m+1),
Il existe m > N(A) tel que

SUPP (mx+1) = SUPP(my+1).

ii)bis Il existe m > N(A) tel que

E

SUPP (mx—1) = SUPP (my—1).
Preuve. Soit E I'ensemble fini

= {geN:ilexiste (u,v)e A x Atel queu #v et geSUPP(u—v|)}.

Le Théoréme de Stgrmer assure que ’ensemble

est

{ze N:[SUPP [z(z+1)] < E}

fini, majoré par un entier N(A). _
Soient x et y des éléments distincts de A4, avec x < y. Nous montrons

que si 'une des conditions ii) ou 1i1) est vérifiée alors ’entier m est majoré
par N(A).
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Supposons que I'on ait
SUPP (x+m) = SUPP(y+m) et SUPP (x+m+1) = SUPP(y+m+1).

Tout diviseur premier g de x + m ou de x + m + 1 divise alors y — x.
Ainsi, Pentier (x+m) (x+m+1) a un support inclus dans E et donc — par
définition de N(A) — lentier x + m est majoré par N(4). En particulier,
m est majoré par N(A).

Supposons maintenant que 'on ait SUPP (mx+1) = SUPP (my+1). Tout
diviseur premier g de mx + 1 divise alors m(y—x) et donc aussi y — Xx.
Ainsi, Ientier mx(mx+ 1) a encore un support inclus dans E et l'entier mx
est donc majoré par N(A). En particulier, l'entier m est majoré par N(A).

Le cas ou SUPP (mx—1) = SUPP (my—1) est analogue.

COROLLAIRE 2. Soient x et y des entiers positifs ou nuls. Les condi-
tions suivantes soient équivalentes:

) x =y,
ii) x et y ont le méme support et, pour une infinité d’entiers m, on a
SUPP (x+m) = SUPP(y+m) et
SUPP (x+m+1) = SUPP(y+m+1),

iii)y x et y ontle méme support et, pour une infinité d’entiers m, on a
SUPP (mx+1) = SUPP(my+1).

2.7. 1l est intéressant de remarquer que, sans utiliser le Théoréme de
Stgrmer, un autre résultat du méme type peut €tre prouvé en se servant
du Théoréme de Dirichlet.

PROPOSITION. Soit A un ensemble fini d’entiers. Pour chaque x de A,
il existe des entiers premiers p arbitrairement grands tels que
SUPP(px+1)n[ v }SUPP (py+1)] = {2}.
yed\{x
Preuve. Soit d le produit des entiers premiers ne divisant pas x et
appartenant a la réunion des SUPP(Jy—z|) avec y et z dans A. Soit x'
tel que xx' = 1(mod d). On sait qu’il existe des entiers p arbitrairement
grands tels que p = x’ (mod d), c’est-a-dire tels que SUPP (px—1) contienne
SUPP (d). Il nous suffit de montrer que, pour de tels p, on a, pour tout y
de A\{x}
SUPP (px+1) n SUPP (py+1) < {2} .
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Soit g un diviseur premier de px + 1 et py + 1. Comme g # p et g divise
plx — y|, alors g divise | x — y|. N’étant pas dans SUPP (x), il divise d.
Par suite, g divise px — 1; comme g divise aussi px + 1, on a q = 2.

2.8. L’¢tude des suites d’entiers de méme support remonte au moins a
G. Polya qui prouva un résultat amélioré depuis par M. Langevin (cf. [LM1]).

THEOREME.
1) (G. Polya) Si (a,).y €St une suite strictement croissante dentiers

positifs de méme support alors la suite (a,,;—a,)..n tend vers linfini.
1) (M. Langevin) Si 0 < x <y et SUPP(x) = SUPP(y), alors

|y — x| > [Log (x+y)]1"°.

Ce résultat permet d’améliorer la condition ii) du Corollaire 2 de 2.6
en montrant que la donnée d’une infinité de supports du type SUPP (x+1i)
caractérise x.

COROLLAIRE. Soient x et y des entiers de Z.

Si pour une infinité d’entiers me N on a SUPP(x+m|) = SUPP (ly+m|)
alors x = y.

Preuve. Supposons que ’ensemble
I = {ie N:SUPP (x+i]) = SUPP (ly+i)}
soit infini et que l'on ait x < y. Observant qu’un diviseur premier de

x + iety+idivise y — x, on constate que SUPP (|x+i) < SUPP (y—x).
Le principe des tiroirs montre qu’il existe une partie X de SUPP (y—x)
telle que l'ensemble J = {ie N: SUPP(|x+i|) = SUPP (Jjy+i])} soit infini.
On définit par récurrence une suite strictement croissante d’entiers positifs,
tous de support X comme suit:

a, = x+ieta; = y+i ou i est minimum dans J tel que x+i>0;
a,, = x+jetday,,; = y+j oujest minimum dans J tel que x+j>a,,_;.

La preuve s’acheve en remarquant que (a,,+;1—3d,,)en €St CcOnstante de
valeur y — x et donc ne tend pas vers l'infini avec n, ce qui contredit
le Théoreme de Polya.

2.9. Nous mentionnons enfin un résultat qui souligne la portée de la
conjecture E-W sur N.
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En formalisant la négation de cette conjecture, on obtient la formule
suivante:

Vk3x3y > xVi < k [SUPP(x+i) = SUPP(y+i)].

Il est intéressant de constater que I’énoncé
Vkdxdy > xVi < k [SUPP(x+i) € SUPP(y+i)],

obtenu en remplagant I’égalité par l'inclusion est facilement prouvable.

PROPOSITION.  Pour tout k > 0, pour tout xeN il existe y > x
tel que _

SUPP (x+i) < SUPP (y+i) pour tout ie{0,1,..,k}.

Preuve. On considere le plus grand entier premier p qui divise (x+k)!.
Un y convenable est alors donné par les conditions y > x et y = x (mod ),
ou 7 est le produit des entiers premiers g < p.

Remarque. La condition y > x est ici essentielle. En effet, M. Langevin
a montré que si pour tout x assez grand il existe y < x tel que
SUPP (x+i) < SUPP(y+i) pour tout ie{0,1,2} alors la conjecture
d’Oesterlé-Masser est fausse (cf. [LM2]).

2.10. L’étude de la conjecture d’Erdos-Woods introduit naturellement la
notion suivante:

~/

Définition. Soit A une partie de Z. On note =, la relation d’équi-
valence sur Z définie comme suit:

x =4y siet seulement si SUPP (|x+i]) = SUPP (|y+1i]) pour tout ie A .
Notons [x], la classe de x pour = ,. Le Fait suivant est immédiat.

Farir. 1°) Si A = B alors =, est moins fine que ==

~y

La relation o est I'équivalence grossieére.

2°) Si tel,xel yeZ, A+t = {x+ t:xe A}, — A ={— x:xeAd),
alors x = , .,y si et seulement si x + =,y +t (e [x]4=x+t])—1);
X =_,y sietseulement si — x =, — y (ie. [x]-4=—[—x],).

30) Sl XEZ alOI”S [.)C]{_x} == [x:]{_x+1} = {X}

Remarque. 1°) La conjecture d’Erdds-Woods exprime alors simplement
qu'il existe une constante k telle que la trace sur N de lg relation

~

=0,1,...k Soit la relation d’égalité.
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2°) La conjecture d’Erdos-Woods équivaut aussi aux assertions suivantes:

(E-W)bis Il existe une constante k telle que la trace sur N de la relation

~

=k ..o soit la relation d’égalité.

(E-Witer Il existe une constante k telle que la trace sur N de la relation

~S

=k, ... Soit la relation d’égalité.

Seules les implications (E-W)ter = (E-W) et (E-W)ter = (E-W)bis sont
non triviales. ‘
La premicre resulte facilement de I'égalité [x1 . 2 = [x+kl—r, g — k.
La seconde résulte de I'egalité [x],_,; . oy = [x—Kk]—y,
et des égalités [x];_ .. o = {X} pour x < k.

y + k pour x > k,

ceny

ceey

2.11. Le Corollaire 2.8 et le théoréeme de Stgrmer 2.6 se traduisent par le
théoréme suivant:

THEOREME.

1) Si A estinfini alors =, est la relation d’égalité sur Z.

~/

i1) Les classes d’équivalence de 4 sont finies dés que A contient deux

entiers successifs de Z.

iili)y Si A contient un segment {i,...i + k} de Z,x =,y et x #y alors

| x —yl|= I1 p = IT »p.
peP, pl(x+i)...(x+i+k) p<k+1, peP

Preuve. 1) Supposons A N N infini et x =, y.

Soit meN tel que x + m >0 et y + m > 0. Comme (4—m) N N est
aussi infini et que x + m = ,_,, y + m, le Corollaire 2.8 assure Dégalite
x+m=y+ met donc x = y. Dans le cas ou 4 n (Z\N) est infini on
considére = _ , et on conclut a l'aide du point 2 du Fait 2.10.

ii) Notons [x]4 la classe de x pour = ,.

Le théoreme de Stgrmer montre que les traces de [x]io 1y €t [X]-1, 0
sur N et Z\N sont finies. D’aprés le point 2 du Fait 2.10 on a [x], 4,
= ([xJ0, 3, N) U (—([—x](- 1, 0ynN)), égalité qui montre le caractére fini des
classes de =, ;;. On conclut la preuve de i) a laide du point 2 du
Fait 2.10, en considérant les = , .

iii) Il suffit d’observer que si p divise x + j il divise aussi y + j et donc
X — y.

2.12. Les points i) et iv) du Corollaire 2.4 se traduisent par le théoréme
suivant:
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THEOREME. Les restrictions a Pensemble PP des entiers primaires des
relations = 1 5y, =2 1,00 € =(_1,0,1y coincident avec la relation
d’égalité. Les parties des PP* k > 0, - sont donc saturées pour les relations
déquivalence =, telles que A contienne {0,1,2} ou bien {—2, —1,0}
ou bien {—1,0,1}.

Preuve. Le point iv) du Corollaire 2.4 montre que la seule classe de
= 0,1, dont la trace sur PP n’est pas réduite a un seul ¢lement est celle de 2
dont la trace est {2, 8}. Comme SUPP (2+2) = {2} et SUPP(8+2) = {2, 5},
on voit que 2 %‘9{0, 1,2 8.

Le point i) du Corollaire 2.5 montre que les seules classes de =,_; o,
dont les traces sur PP ne sont pas réduites a un seul élément sont les
classes {p, p?} ou p est un entier premier de Mersenne, i.e. de la forme
p=2"—1 Comme p> +1 = (2*—1)> + 1 = 2[2%2*"'—1)+1], on voit
que SUPP (p>+1) 5 {2} tandis que SUPP(p+1) = SUPP(2¥ = {2}, d’ou
pE 1oyp>Commep —2=2"—3etp>—2=(2“-3)(2"+1) + 2, ces
entiers sont impairs et premiers entre eux, d’ou p 7%{_2, _1.0 D%

Le Fait 2.10 donne le corollaire suivant de ce Théoréme:

COROLLAIRE. Soit n > 0. Sur lensemble PP + [0,n] = {x + s: xe PP
et0 < s < n} larelation =._,_,  _, -coincide avec la relation d’égalité.

Sur Tensemble PP + [—n,0] = {x + s:xePP et —n<s<0 et
x + 5> 0} la relation =, .+ coincide avec la relation dégalité.

Sur Tensemble PP + [—n,n] la relation =, . coincide avec
la relation d’égalité.

Les parties des (PP+[0, n])* (resp. (PP+[—n, 0]), resp. (PP +[—n, n]))
ou k >0, sont donc saturées pour les relations d’équivalence =, telles
que A contienne {—n — 1,..,0} (resp. {0, .., n+1}, resp. {—n, ..., 0, .., n}).

Remarques. 1°) Soit U I’ensemble

U= {-56, —26, —20, — 14, — 11, — 10, — 6,
—5,—4,0,1, 4, 10, 16, 46} .

On peut montrer (en utilisant le Théoréme ZBV) que la restriction de

=(0,1,m a l'ensemble PP des entiers primaires coincide avec la relation
d’égalité si et seulement si m ¢ U.

2°) Les cas d’exception du Théoréme ZBV étant liés aux premiers de
Mersenne, il semble plus difficile de déterminer les m pour lesquels la
relation =, _, ,,, restreinte & PP, coincide avec Iégalité: ce sont les m
tels que, pour tout Mersenne p on ait SUPP (p+m) # SUPP (p®+m).
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Outre la valeur m = — 2 vue dans le Théoréme précédent, on peut
montrer que c’est le cas des entiers m = + ¢* — 1, ol ¢ est un premier non
Mersenne, m ¢ {— p> — p:p est Mersenne et p> + p — 1 est premier} et
mé¢{— 6, — 5} (& cause de p = 3). Les exemples de tels m entre — 20
et 22 sont

- 20, — 18, — 17, — 14, — 12, — 10, — 9, — 8, — 5, — 4, — 3,1, 2, 4,
6, 8, 10, 12, 15, 16, 18, 22.
On peut aussi montrer qu’en revanche, outre 0 et — 1, les valeurs suivantes

de m ne conviennent pas:

— les entiers — 57, — 27, — 21, — 15, — 12, — 11, — 7, — 6, — 5, 3,
9, 15, 45 (a cause de p = 3),

— les entiers — 2695, — 385, — 343, — 336, — 133, — 105, — 91, — 70,
— 63, — 56, — 55, — 43, — 35, — 31, — 28, — 25 — 21, — 13, 5, 7, 14,
35, 49, 140, 252, 287, 329, 2639 (a cause du Mersenne 7),

De fagon générale, pour chaque Mersenne p, ne conviennent pas:

— les entiers m = r(p—1) — p, ou SUPP [(r(r+p)] = SUPP (p—1), entiers
qui sont premiers avec p. En particulier, pourr = — 1, —p—1, —p + 1
on obtient — p* —p+ 1, —p> +p —let —2p + 1).

— les entiers m = p[r(p—1)—1] ou SUPP[(r(r+1)] < SUPP [p(p—1)].
En particulier, on peut prendre r = — 9, — 4, — 3, — 2, 1,2, 3,8, p, — p,
p—1, —p—1,p*—1, — p? dou les valeurs suivantes de m:
— plp*(p—1)+1], — p°, — plp(p—1)+1], — pOp—8), — p(4p—3),
— p(3p—2), —p(2p—1), — p(p+2), — pp+1), p, p*, p(p—2), p2p—3),
p(3p—4), p(8p—9), p(2p—3), plp(p— 1)+ 11, p* (0 —2)+ 1, p[(p+1) (p—1)>—1] .
etc.

2.13. Le symbole de Legendre qui indique qu’un entier x est résidu

. . . , X
quadratique modulo un entier premier p est noté <—>
p
Nous aurons besoin au § 7 du lemme suivant, combinaison du critére
d’Euler (qui caractérise les résidus quadratiques modulo les premiers) et du

Théoreme de Dirichlet:
LEMME. Soit x un entier impair et p un diviseur premier de Xx.

Il existe un entier premier ¢, qui ne divise pas x, tel que <§> = —1
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et <p_> = + 1 pour tout p € SUPP (x)\{p}.

Par suite, (f) = (—1)?% ou o est lexposant de p dans la décom-
q

position primaire de lentier x.
Preuve. Soit s I'un des (p—1)/2 entiers qui ne sont pas résidus qua-
dratiques modulo I'entier p. Considérons le systéme de congruences suivant:

z=1(mod4), z=1(modx/p¥), z = s(modp).

Le Théoréme des restes chinois et le Théoréme de Dirichlet montrent qu’il
existe un entier premier g > x solution de ce systeme.

Soit p’ € SUPP (x)\{p}. Comme g > x, on a ¢ # p’. D’autre part, puisque
g = 1(mod4), on voit que lentier (¢q—1)(p'—1)/4 est pair pour tout
p' € SUPP (x)\{p}. La loi de réciprocité quadratique assure donc

9-()

La condition ¢ = s (mod p) conduit a (ﬁ) = <i> = — 1 puisque s n’est
p p
pas un résidu quadratique modulo p. Ainsi, on a <£> = — 1. La condition

g = 1 (mod p’) nous assure que <£> = (ﬁ) = + 1. Le caractére multi-

q P

plicatif du symbole de Legendre montre alors que:

x\ [P x/p° . . s : :
)~ \g X p = (—=1), ce qui acheve la démonstration.

2.14. Nous aurons besoin au §9 de caractériser I’égalité en termes de
division vue modulo un entier fixé. Si v > 0, nous notons Quot (u, v) et
Reste (u, v) les quotient et reste de la division euclidienne de u par .

LEMME. Soient x,y,o des entiers positifs ou nuls. Si o >3 et
y—x =2 alors il existe un entier premier p # o tel que pQuot (x, p)
# pQuot (y, p) (mod a).

Preuve. 1°) Des inégalités Quot (¢, p) < t/p < Quot(t, p) + 1 on déduit

| Quot (y, p) — Quot(x,p)| — 1 < |y — x|/p
< | Quot(y, p) — Quot(x,p)| + 1.
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On a donc

| Quot (y, p) — Quot(x, p) | — 1 < Quot(ly—x}, p)
< | Quot(y, p) — Quot(x,p)| + 1,

d’ou
Quot(ly—xl|, p) = | Quot(y, p) — Quot(x,p)| + & ou ee{—1,0}.

2°)  Nous traitons d’abord le cas o y — x = 8. Nous utiliserons le Théoréme
de Tchebycheff sur l'existence d’'un premier strictement compris entre x et
2x (ceci pour x = 2).

Si y — x > 8 alors il existe des premiers p et g tels que (y—x)/4 < g
<(p—x2<r<y—x On adonc 2<(y—x)g<4 1<(y—x)r<?2,
d’ou Quot(y—x, q) = 1 et Quot(y—x,r) = 3.

Le point 1°) montre alors que

Quot(y, ) — Quot(x,r) = 1 — ee {1,2}
et Quot(y,q) — Quot(x,q) =1 —ee{3,4}.

3°)  On déduit de ce qui précéde que

gQuot(x, q) — qQuot(y, g) € {3¢,4q} et rQuot(x,r) — rQuot(y, r) e {r, 2r}

Observons que {2,3,4,q,2q,3q,4q} n {2,r,2r} = {2} car r et g sont
premiers et 2 < g < r. Comme o # 2, on voit que les deux cas suivants sont
exhaustifs.

1 cas: o ¢ {2,3,4,q,2q,3q,4q} .
L’entier o ne divise alors ni 3g ni 49q. On peut choisir pour p lentier g
puisque g # o et gQuot (y, 9) — qQuot(x, g) # 0 (mod a).

2¢cas: o¢ {2,1, 2r}.

~ L’entier o ne divise alors ni r ni 2r. On peut choisir pour p lentier r

puisque r # o et rQuot (y, r) — rQuot (x, r) # 0 (mod o).
Ceci acheve la preuve dans ’hypotheése y — x > 8.
~ 4°) Supposons maintenant y = x + 2. Comme o > 3 on a 2Quot(y, 2)
— 2Quot(x,2) = 2 # 0 (mod o) et on peut prendre pour p lentier 2.
 5°) Supposons maintenant y = x + i, i premier, i > 3 (ce qui reglera les cas
-y —x = 3,5,7). On a alors iQuot(y, i) — iQuot(x, i) = i
~ Si o # i alors on peut choisir pour p Pentier i.
- Si a = i alors 2Quot(y, 2) — 2Quot (x, 2) € {2 [i/2], 2([i/2]+ 1)}, ensemble

\
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qui ne contient pas i car i est un premier impair. Ainsi, on peut choisir
pour p l'entier 2.

6°) Supposons maintenant y = x + 4. On a alors
2Quot (y, 2) — 2Quot(x,2) = 4.

Si o # 4 alors on peut choisir pour p lentier 2 (car on a toujours
o # 2).

Si o = 4 alors 3Quot (y, 3) — 3Quot(x, 3) € {3, 6}, ensemble qui ne contient
pas 4. On peut alors choisir pour p ’entier 3.

7°)  Supposons enfin y = x + 6. On a alors 2Quot (y, 2) — 2Quot (x, 2) = 6
et SQuot (y, 5) — SQuot(x, 5) € {5, 10}. Comme o # 2, o ne peut pas diviser 6
et 'un d’entre 5 et 10. Ainsi, on peut donc prendre pour p 'une au moins
des valeurs 2 ou 5.

Le Lemme précédent permet d’¢tablir le résultat suivant:

PROPOSITION. Soient Xx,y, o des entiers positifs ou nuls.

1°)  Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) X = ¥.
1), (ou o > 3) Reste(x, p) = Reste(y, p) (mod &) pour tout premier p # o.
i), (ou o > 3) Quot(x, p) = Quot(y, p) (mod o) pour tout premier p # o

et |y— x| # L.

iv), (ou o > 3) pQuot(x,p) = pQuot(y, p) (mod &) pour tout premier p#o
et |y—x|#1L

Preuve de la Proposition.

1°)  Le Lemme précédent se traduit immeédiatement par I'implication iv), = i).

2°) Observons que si p > z alors Reste(z, p) = z. Ainsi, considérant un
premier p supérieur a o, x et y, on voit que ii), implique x = y (mod o).

3°) Légalité x = pQuot(x, p) + Reste(x, p) montre immédiatement que si

x = y(moda) et Reste(x,p) = Reste(y, p) (mod o)

alors pQuot (x, p) = pQuot (y, p) (mod ) .

Par ailleurs, la condition x = y(mod o) implique | y — x | # 1.
Ceci montre que ii), = iv),.

4°) On conclut en remarquant que les implications 1) = ii),, 1) = iii),,
i1i), = iv), sont toutes triviales.
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Remarques. 1°) La restriction |y — x| # 1, triviale dans ii),, ne peut
étre omise dans iii),. En fait, les conditions suivantes sont équivalentes:

A) y = x + 1 et pQuot(x, p) = pQuot(y, p) (mod &) pour tout premier
p # o

B) (x,y) = (0,1) ou bien o est premier et (x, y) = (¢*—1, o) pour un
k> 1.

2°) Le statut des assertions-ii), , iii), et iv), reste ouvert. On note cependant
qu’elles ne sont équivalentes a i) puisque

Quot (0, p) = Quot (2, p) = 0 pour tout premier p # 2.
Reste (0, p) = Reste (2, p) (mod 2) pour tout premier p .

§ 3. PRELIMINAIRES DE LOGIQUE

3.1. Les langages formels logiques que nous considérerons sont ceux, dits
du premier ordre, qui ne comportent qu'un seul type de variables. Dans le
cadre arithmétique auquel nous nous intéressons, ces variables sont alors
destinées a varier sur ’ensemble N des seuls entiers naturels et non sur
les ensembles, relations ou fonctions sur N.

Ainsi, les formules ne permettent de traduire que les seules quantifications
sur les entiers et non sur les relations ou fonctions comme il est usuel et
tacite de le faire en mathématiques (en particulier dans les définitions par
induction).

Un langage logique du premier ordre L est caractérisé par une liste
de symboles spécifiques a chacun desquels est attaché un caractére relationnel
ou fonctionnel ainsi qu'une arité (i.e. le nombre des arguments). En pratique,
on désignera un langage L par la simple liste de ses symboles spécifiques
fonctionnels puis relationnels, omettant d’expliciter les arités (rendues
évidentes par le contexte).

A partir des variables on construit les termes de L par « composition »
des symboles fonctionnels. Par « application » des symboles relationnels aux
termes, on obtient les formules atomiques. Les opérations de négation,
conjonction, implication et quantifications appliquées aux formules atomiques
donnent enfin les formules de L.

3.2. Soit L = (fy, ., fs Ry, .., R,) un langage du premier ordre.
Une structure Q = {X; @y, ., Opm; P1, - Pny du langage L est la donnée
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— d’un ensemble de base X,

— de fonctions @y , ..., ®,, sur X qui interprétent les symboles fonctionnels
du langage L (en respectant le nombre d’arguments de ces symboles),

—  de relations py, .., p, sur X qui interprétent les symboles relationnels
du langage L (en respectant le nombre d’arguments de ces symboles).

Une relation p a k arguments sur X est dite Q-définissable lorsqu’il
existe une formule F(x,, .., x,) du langage L pour laquelle on a I'équivalence
suivante:

un k-uplet (ay, .., a,) déléments de X estdans p si
structure Q satisfait la formule F au point (ay, ..., a).

Une fonction est dite Q-définissable lorsque son graphe est une relation
Q-définissable.

3.3. Remarque. Par un abus commode et usuel, on eonfond souvent une
structure de base N avec le langage associ¢ L = (f;, - fm; Rys - Ry)-

En particulier, les symboles du langage logique pour les prédicats et
fonctions (syntaxe) d’une telle structure sont alors confondus avec ceux
désignant les relations et fonctions qui les interprétent dans N (‘'sémantique ).

Ainsi, les lettres S, +, x, =, 1, | désignent tant les fonctions successeur,
addition et multiplication, les relations d’égalité, de coprimarité et de divi-
sibilite que les symboles de fonctions et de relations associés dans un langage
formel logique.

Les expressions « le langage (®q, .., Pps Py s s P,) définit... » et « la struc-
ture {N; @1, ey O3 P1s - Pny  définit... » sont donc synonymes.

3.4. Remarques. 1°) 1l est important d’observer que nous considérons
aussi des structures qui peuvent ne pas contenir la relation d’égalité (et
donc des langages sans symbole d’égalité). Cest le cas de la structure
(N; §; L), notée aussi (S; L), qui est le sujet principal d’intérét de ce travail.

2°) Toute structure doit cependant contenir au moins une relation afin
quil y puisse €tre défini quelque chose. En termes de langage, on voit que,
sans symbole relationnel, le discours logique ne permet pas d’exprimer des
propriétés et de décrire des relations et fonctions sur une structure mais
ne peut que se borner 4 nommer des objets de celle-ci. Autrement dit,
sans symbole relationnel il n’y a que des termes et pas de formules.

3.5. Une fonction ¢ et la relation Gr(p) constituée par son graphe ne sont
pas, en genéral, équivalentes quant au pouvoir de définissabilité. Tout ce qui
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est définissable dans la structure (X ; @, .., ®,; P1s - Pn, GH(®)> I'est aussi
dans la structure {X; @i, .., Opm, ®; Py, Puy. Si cette derniére structure
permet de définir la relation d’égalité alors la réciproque est vraie. Dans
le cas général, elle est fausse. Par exemple, considérant le graphe de la
multiplication, on voit que:

— T’égalité est définissable dans toute structure (N ; Gr( x), ...» par la formule
YuVo[ Gr( <) (x, u, v) <> Gr(x) (y, u, v)] .

— mais elle ne Pest pas dans la structure (NN; x; L) (cf. 'exemple 3.9
ci-dessous).

3.6. La classe des relations définissables dans une structure peut aussi se
deéfinir en termes ensemblistes a laide des notions introduites ci-dessous.

On note Proj, y,, .., la fonction projection (xi, ..., x,) = (X, ..., X; ) de
XPdans X%, oul <i; <..<i, <p.

Si o est une fonction de {1, 2, .., g} dans {1, 2, .., p}, on appelle fonction
de brassage la fonction f,:(x;, .., X,) > (Xg1)s - Xgg) qui envoie X? dans
X% Ces fonctions de brassage permettent d’ajouter de nouvelles variables
(cas ou g < p et ¢ est l'injection canonique de {1, 2, ..., ¢} dans {1, 2, ..., p}),
de démultiplier certaines variables (cas ou g > p), de permuter les variables
(cas ou p = g et o est une permutation de {I, 2, .., p}), ou encore d’iden-
tifier certaines variables (cas ou ¢ n’est pas injective).

PROPOSITION. 1°) La classe des relations définissables dans une struc-
ture Q de base X est la plus petite classe R de relations sur X
telle que:

i) Les relations p,,..,p, sont dans R, ainsi que toutes leurs images
réciproques par les fonctions qui sont des composées des fonctions
@y, .., §,, et des fonctions de brassage.

i) La classe R est stable par les opérations booléennes.
i) La classe R est stable par image directe des fonctions projections.

2°) Cette classe R est stable par image réciproque des fonctions qui sont
des composées des fonctions @4, ..., ®,, et des fonctions de brassage.

Les conditions i) a iii) traduisent la construction des formules du langage L:
— les formules atomiques correspondent a la condition 1),
— les connecteurs des formules correspondent aux opérations booléennes,

— toute quantification existentielle correspond a une projection.
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3.7. Remarque. Cette caractérisation ensembliste de la notion de définis-
sabilité dans une structure Q se simplifie dans le cas ou la relation d’égalité
sur X est Q-définissable; on peut alors remplacer la condition 1) par la
condition plus simple suivante:

1*) Les relations py,.., p, et les graphes des fonctions @y, .., ®, sont
‘tous dans R, ainsi que leurs produits par des X*.

3.8.  Une méthode commode, dite de Beth & Padoa (cf. [BE]), pour montrer
des résultats de non-définissabilité est fondée sur le résultat suivant, di a
Svenonius (cf. [PB] p. 241).

PROPOSITION.  Soit Q = <{N; @1, ey O P1s s Pp» Py Une structure du
langage L = (fl 5 weey fm: Rl > e Rn: R)

1°) Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1) La relation p west pas définissable (par une formule du langage
réduit L\{R}) dans la structure réduite <(IN;Qy, ... ®p} Pys s Pod-

i) 11 existe une structure O = <{X; Yy, .., Up;Tysor T,, Ty et une fone-
tion § de X dans X telles que

— les deux structures Q et O vérifient exactement les mémes
énoncés du langage L;

— la fonction & ne respecte pas la relation T mais respecte les
relations t; et leurs images réciproques par les fonctions qui sont
des composées des fonctions \; et des fonctions de brassage (cf. 3.6)
(Cest le cas, par exemple, si & respecte les relations t; et les

fonctions ;).

ii) Il existe une structure O = {X;V, .., \,,; Tis - Ty, T) €t une bijec-
tion & de X dans X telles que

— les deux structures Q et O vérifient exactement les mémes
énoncés du langage L;

— la fonction & respecte les relations 1, et les fonctions \r; mais
pas la relation .

(i.e. & est un automorphisme de la structure réduite

O = X5y, e Uy Ty s oy T,
mais pas de la structure © ).

2°)  Dans le cas ou la relation p; est la relation d’égalité sur N, alors
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on peut aussi faire en sorte que la relation =T, précédente soit la relation
d’égalité sur X.

Remarque. Si p est I’égalité sur N, alors ou bien £ n’est pas injective,
ou bien la relation t de la condition iii) n’est pas I’égalité sur X.

Exemples. 1°) On voit que le langage réduit a I’égalité et a la multi-

plication ne définit pas Pordre (ni — a fortiori — I’addition) sur N en
considérant
— la structure @ = (N; x; =, <>

— et la bijection £ de N sur N définie comme suit: £(x) s’obtient a
partir de x en échangeant, dans la décomposition de Gauss, les exposants
de 2 et 3 et en laissant inchangés les autres.

2°) On voit que le langage réduit a I’égalité et au successeur ne définit
pas l'ordre en considérant

— la structure ® = (X; f, =, <) suivante du langage (S; =, <) ou
X={ Y 2%neN}u{2+ Y 27lnez}
0<is<n —ow<i<n
u{5+ Y 27lneZz},
—w<i<n

= et < sont les relations d’égalité et d’ordre usuelles sur les réels,

fiX—X, f@a+y2=a+ Y 271

i<n —is<n+1
ou (a,n)e [{1} xN]J u [{2} xZ] u [{5} x Z]
(cette structure ® satisfait les mémes énoncés que {(N; S, =, <));

— et 'involution o qui échange 2 + X avec 5 + X et laisse invariants
les autres points de X.

3°) On voit que le langage réduit a la multiplication et a la coprimarité
ne définit pas I’égalité en considérant ’

— lastructure @ = {N; x; =, 1>

— et la fonction £ de N sur N définie comme suit: &(x) est le produit
des facteurs premiers de x, 1e. & réduit a 1 les exposants des primaires
dans la décomposition de Gauss de x.

3.9. Contrairement a ce qu'on peut penser a priori, il n’est pas toujours
trivial de montrer que la relation d’égalité est définissable dans une structure
(cf. 4.8 et e § 5).

VAN
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Par exemple, la définissabilité de I'égalité dans chacune des structures
(N; +: L), (N; S, x; L)y et <N;Pred, x; L) (ou Pred est la fonction
prédécesseur, qui vaut 0 en 0) nécessite les équivalences suivantes (consé-
quences non triviales des Corollaires de 2.8 et 2.6) entre les conditions:

i) x ety sont égaux;
ii) pour tout m = 0, on a SUPP (x+m) = SUPP (y+m);
ii) SUPP(x) = SUPP(y) et, pour tout m >0, on a SUPP(mx+ 1)
= SUPP (my+1);
iv) SUPP(x) = SUPP (y), x et y sont simultanément nuls ou non nuls, et,

pour tout m > 0, on a SUPP[Pred (nx—1] = SUPP [Pred (my—1)];

Ces conditions se traduisent par des formules des langages (+; L) et
(S, x5 1)

Vivp {[pL(x+i)] < [pL(y+i)},
Vp [(pLx)>(pLy)] A VmVp {[pLS(m x x)] < [pLS(mx y)1} ,
A(x, y) A ¥p [(pLxy>(pLy)] A Vm¥p {[pLPred (mx x)] <> [pLPred (m x y)1}

ou A est la formule [Zéro (x)«<Zéro (x)], Zéro (x) étant la formule Vu(x x u= x).

3.10. Pour conclure cette revue des notions de Logique utilisées dans cette
étude, nous précisons la notion — usuelle mais implicite en général —
d’extension par définitions d’une structure (ou d’un langage).

Soit Q une structure de base N du langage L et soient V,,..,\,
des relations sur N et 1, .., 7, des fonctions sur N qui sont définissables
dans la structure Q (par des formules du langage L).

Il est commode de considérer

— la structure ' obtenue en rajoutant a Q ces relations et fonctions
\Jli et TJ,

— le langage L' associ¢ a €, obtenu en rajoutant au langage L de
nouveaux symboles de relation et fonction R,, .., R, et f}, .., f,.

ProrosITION. A toute formule F(x,,..,x,) du langage L on peut
associer une formule du langage L, notée Trad [F](xy, .., x;), de sorte que
la relation sur N définie par F(x,, .., x;) dans la structure €' coincide
avec celle définie dans la structure Q par Trad [F] (x,, ..., X;).

Remarque. Comme 1l a déja été dit en 3.3, nous utiliserons — abusi-
vement — souvent les notations \; et t; au lieu de R; et f;.
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§4. AUTOUR DU PROBLEME DE J. ROBINSON

4.1. Rappelons, avant d’en venir aux premiers résultats concernant le
probléeme de JR, dans quelle problématique logique celui-ci s’est posé.

Ce probleme releve de I’étude du pouvoir d’expression des langages faibles
de Parithmétique du premier ordre de N et de Z. Il s’agit de savoir ce qui
peut s’exprimer dans les structures arithmétiques formées de prédicats et
fonctions dont la portée est — a priori — réduite.

4.2. Le premier résultat spectaculaire dans ce domaine de la définissabilité
remonte a la thése du logicien K. Gddel:

THEOREME (Godel, 1931). La classe des fonctions et relations qui sont
définissables dans la structure (N; 4+, x ; =) par des formules du premier
ordre du langage associé (+ , x ; =) est stable par le procédé de construction
par récurrence.

Ce resultat permet de voir que toutes les fonctions et relations arith-
metiques de la pratique mathématique sont définissables (au premier ordre)
a partir de l'addition, la multiplication et I’égalite.

Ainsi,

La structure {INN; +, x; =) est la structure logique essentielle de larith-
métique ; I'objet de I’étude des langages faibles est donc de déterminer la part
de cette structure que I'on peut retrouver a partir d’eux.

Remarque. Pour saisir la portée du résultat de Godel, il convient
d’observer que le procédé de construction par récurrence

— n'est pas une définition explicite d’une fonction f & partir d’autres
fonctions,

— mais une caractérisation d’une fonction f comme l'unique solution
d’un systeme d’équations fonctionnelles.

Pour traduire une telle caractérisation en termes de formule logique il
est nécessaire — a priori — d’utiliser des quantifications portant sur les
fonctions et non sur les entiers seulement.

On pourra aussi se rendre compte de la force de ce résultat en essayant
de définir directement ’exponentielle ou I’énumeération des entiers premiers
par des formules du premier ordre du langage (+, X ; =).

4.3. Ce résultat de K. Godel a regu sa forme optimale dans la solution
du 10-iéme probléme de Hilbert, achevée en 1972 (cf. [DM]) et due a
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J. Robinson. M. Davis. H. Putnam et Y. Matijjacevitch. Ils montrérent que
toute partie récursive (C'est-a-dire algorithmiquement reconnaissable) de N*
est diophantienne et peut donc étre définie par une formule du type suivant:

Vs e IV [PV e Vi X s e X)) = OV ces Vs X1 s veer X )]

ou P et O sont des polynomes a coefficients dans N.

44 Bien entendu. des langages trop réduits ne permettent pas en général
de retrouver toutes les relations et fonctions usuelles de l'arithmétique.
Ainsi. comme il a &té vu en 3.8.
I |
T

— l'égalite et l'addition ne suffisent pas a définir la multiplication,

alite et le successeur ne suffisent pas a définir I'ordre,

L
{]e]

(g/]
{le]

alité et l'ordre ne suffisent pas a définir 'addition,

— l'égalite et la multiplication ne suffisent pas a définir 1'addition
(ni méme 'ordre).

En revanche. I'equivalence:
(xz—=1)(yz=1) = [=Fxy+1)] + 1 sietseulementsi z =0oux + y = z

monire que l'on peut definir I'addition avec le successeur en plus de I'égalité
¢t de la muluplication. résultat observé par A. Tarski (cf. [TA]).
Une formule convenable du langage (S. x ; =) est

[ Zérolx) - Zeroly) «—>Zéro(z)] A [S(x x z)x S(yxz) = S[zxz)x S(xx 7]

ou Zéroix) est la formule Yu(x x u=x).

+3. Le premier résultat d'importance relatif aux langages plus réduits que
le langage (. x : =) a été obtenu par J. Robinson dans sa thése, publiée
en 1949 (cf. [RI]):

L addition er la multiplication sont définissables dans la structure (NS D.

Bien sur. I'égalite est déja définissable de facon triviale dans la structure
N: ) par la formule (x}y) A (v[x). Ainsi,

THEOREME (J. Robinson. 1948). Les structures (N S: 1> et <N+, x; =)
définissent les mémes relations et fonctions.

Preuve (esquissée). L'argument de J. Robinson est fondé sur I'équi-
valence suivante (elle-méme conséquence simple du Théoréme de Dirichlet,
¢ 2.2): - = xy si et seulement si pour tout premier p ne divisant ni x
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- mi y, il existe x' et ), premiers entre eux et premiers avec x et y et
vérifiant les équations de congruence

xx'= —1(modp), yy=—1(modp) et zxy =1 (modp).

Comme la fonction ppcm est définissable dans la structure (IN;|)> et
donne le produit de deux entiers premiers entre eux, on voit simplement
que cette condition permet de définir la multiplication avec S et |. On
conclut a laide de 4.4.

J. Robinson montre aussi que I'ensemble N est définissable en termes
d’addition et de multiplication dans le corps Q des rationnels (c’est-a-dire
que le fait, pour un rationnel, d’étre un entier naturel est définissable au
premier ordre dans le langage de 'arithmétique sur Q). Ce dernier résultat
est central dans I’étude des théories indécidables.

Dans ce méme travail, et dans le but de trouver d’autres axiomatiques
naturelles de P'arithmétique, J. Robinson pose la question qui nous inté-
resse ici:

PRrROBLEME (J. Robinson). Peut-on définir 'addition et la multiplication en
termes d’égalité, successeur et coprimarité?

4.6. Les premiers résultats sur le probleme de J. Robinson figurent dans la
these d’A. Woods (cf. [WA]) soutenue en 1981. Celui-ci montre que

THEOREME (A. Woods, 1981). Les structures {N; <, 1> et {N; 4+, X ; =)
définissent les mémes relations et fonctions.

On a vu (cf. 3.10) que légalité est définissable dans les structures
(N; +;1> et (N;S§, x; L) Comme laddition est définissable dans la
structure {N; S, x ; =) (cf. 4.4) et que la relation d’ordre x < y est définis-
sable dans la structure {N; + ; =) (par la formule Ji[(x+i)=y A (i+i=1i)]),
on déduit le résultat suivant:

COROLLAIRE (A. Woods). Les trois structures <IN; +; L>, (N; S, x; L)
et (N;+, x; =) définissent les mémes relations et fonctions.

Remarque. 1°) En revanche, la structure (N; x ; =, 1) ne permet pas
de définir I'addition. Ceci résulte de 'exemple 1 de 3.8 puisque la relation L
est déja définissable dans la structure {N; x ; =) et n’apporte donc rien
- de plus.
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2°) Comme l'égalité est aussi définissable dans la structure {N;Pred, x; 1)
_ ou Pred est la fonction prédécesseur, qui vaut 0 en 0 — (cf. 3.9),
cette structure permet de définir S et est donc passible du méme Corollaire

ci-dessus.

47 Dans le méme travail, A. Woods relie ces problémes de définissabilité
logique & des problémes ouverts d’arithmeétique.

1l prouve aussi que, dans le probléme de J. Robinson, I’égalité est super-
fétatoire (cf. 4.12 pour une preuve de ces résultats).

THEOREME (A. Woods). Les assertions suivantes sont équivalentes:

i) Le probléme de J. Robinson admet une réponse positive: on peut définir
Paddition et la multiplication en termes d’égalité, coprimarité et fonction
successeur.

iy On peut définir Pordre ou laddition ou la multiplication en termes
d’égalité, coprimarité et fonction successeur.

ii) On peut définir légalité, Taddition et la multiplication en termes de
coprimarité et fonction successeur.

On peut définir lordre ou laddition ou la multiplication en termes de
coprimarité et fonction successeur.

ii)

iii) On peut définir Pégalité en termes de coprimarité et fonction successeur.

1v) La conjecture d’Erdos-Woods.

Remarque. Comme S est une injection, il est équivalent de dire que S
et L définissent I’égalité ou de dire qu’ils définissent le graphe de S:
en effet, x = y si et seulement s’il existe z tel que (x,z) et (y, z) soient
tous deux dans Gr (S).

4.8. Rappelons la difference — quant au pouvoir de définissabilité — entre
une fonction et la relation constituée par son graphe. Ainsi,

— La relation d’égalité est trivialement définissable a partir de chacun des
graphes Gr (S) et Gr (Pred) des fonctions S et Pred par les formules suivantes:

Az[Gr (S) (x, 2) AGr(S) (¥, 2)] et  3Iz[Gr(Pred) (z, x) A Gr (Pred) (z, y)] .

— La relation d’¢galité n’est pas — a priori — définissable a partir de la
relation L et des fonctions S et Pred (cf. le Théoréme ci-dessous).
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— En présence de la relation d’égalité chacune des deux fonctions S et
Pred permet de définir les deux graphes de S et de Pred.

Sans égalité il n’en est plus — a priori — de méme.

Cependant, le Théoreme de Woods reste valable en remplagant la fonc-
tion S par Pred ou bien par S et Pred (cf. 4.12 pour une preuve).

THEOREME. Les assertions du Théoréme 4.7 sont également équivalentes
aux suivantes:

i)bis On peut définir Iégalité, laddition et la multiplication en termes de
coprimarité et fonction prédécesseur.

li)ter On peut définir I'égalité, addition et la multiplication en termes de
coprimarité et fonctions successeur et prédécesseur.

Les versions ii)'bis, ii)'ter de 1i)'.

iii)bis  On peut définir égalité en termes de coprimarité et fonction prédé-
cesseur.

iii)ter  On peut définir 'égalité en termes de coprimarité et fonctions successeur
et prédécesseur.

49. D’autres travaux récents sur le probléme de J. Robinson figurent
dans [RD1]:

THEOREME (D. Richard, 1985). Toute relation définissable dans la structure
(N; 4+, x,=> et qui ne porte que sur les seuls entiers primaires est
également définissable dans la structure <(N;S; L).

4.10. Le résultat suivant (dont la preuve est lobjet de 4.11 et du §5
ci-dessous) est une version plus forte du Théoréme 4.9, s’exprimant en termes
des équivalences = , introduites en 2.10.

THEOREME. Soit p  une relation définissable dans la structure
(N; 4+, x, =).
1°) p est définissable dans la structure {IN;S; L) si et seulement si elle est
saturée par une relation = ,, ou A est un ensemble fini d’entiers positifs
- ou nuls.

2% p est définissable dans la structure (N;Pred; L) si et seulement si
elle est saturée par une relation =,, ou A est un ensemble fini d’entiers
" négatifs ou nuls.
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3°) p est définissable dans la structure {N; S, Pred; L) si et seulement si
elle est saturée par une relation =,, ou A est un ensemble fini d’entiers

de Z.

N.B. Comme toute relation sur les primaires est saturée pour =i, 1,z
et =, , _ g (cf. le Théoréme 2.12), le Théoréme 4.9, et son analogue relatif
au langage (S, Pred; 1), apparait comme un corollaire de celui-ci.

4.11. La Proposition suivante donne le sens le plus facile a €tablir des
équivalences du Théoreme 4.10.

PROPOSITION. Soit p une relation définissable dans {IN;§, Pred; L)
(resp. (N;S;L>, resp. (N;Pred; L)); il existe une partie finie A
de Z (resp. de N, resp. de — N) telle que p soit (= y)-saturée.

Preuve. Nous prouvons le cas de la définissabilité dans (N; S, Pred; L),
les deux autres sont analogues (en fait, plus simples).

Soit R la famille des relations p pour lesquelles il existe une partie
finie A de Z telle que p soit (= ,)-saturée. Il est clair que R est stable
par opérations booléennes et par projections (opérations qui correspondent
aux connecteurs logiques et aux quantifications). Tout revient donc a montrer
que ‘R contient les images réciproques de la relation 1 par les fonctions
composées des fonctions S et Pred avec les fonctions de brassage (cf. 3.6).
(En termes logiques, ceci revient a montrer que R contient les relations
définies par les formules atomiques.) Comme Pred o S est I'identité, toute
composée des fonctions S et Pred est de la forme S*o Pred’. Il est a noter
que [SoPred’ ] (n) = isin < jet [SoPred’](n) = n + (i—j) sin > j; on ne
peut donc pas simplifier cette fonction.

On voit facilement que, posant 4; ; = {—j,...0} U {i —j}, si x =, y
alors

— sl x<j ou y<j alors A4;; contient —x ou — y et donc x =y
(cf. Fait 2.10, 3°)),

— x+(i—j) Fy + (—))

Il en résulte que SUPP [[SPred’] (x}] = SUPP [[SPred’] (y)]. Toute
composee des fonctions S et Pred avec les fonctions de brassage (cf. 3.6)
est de la forme (x,,..,x,)— (S"[Pred’!(xy)], ...r S'a[Pred’s(x,)]), ou
o {l,.,q}— {1, .., ph :
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Il est clair que 'image réciproque de la relation L par une telle fonction
(nécessairement a valeurs dans N2, ie. ¢ = 2) est une relation = , saturée,
oud = A4, ;, VA, ;-

Remarque. La preuve précédente montre, en fait, que si p >0, g = 0
et si les termes figurant dans une formule F(x, x,, ..., x;) et dans lesquels
intervient effectivement la variable x sont tous de la forme S'[Pred’(x)]
avec j<p et i —j<g, alors la relation définie dans la structure
{N; S, Pred; L) par la formule F(x, x,, ..., x,) est saturée en sa premiere
variable pour la relation =,_, . (ie. si SUPP(a+i) = SUPP(b+i)
pour tout i dans {— p,..,0,.., g}, alors, pour tout p-uplet (c;, .., cy), la
structure {N; S, Pred; L) satisfait la formule F au point (a, ¢y, ..., ¢;) si et
seulement si elle la satisfait au point (b, ¢y, ..., ¢;)).

4.12. Preuve des Théoremes 4.7 et 4.8

Les résultats de Woods mentionnés en 4.6 (qui, ici, sont obtenus au §9)
montrent I'équivalence de 1), ii), ii)bis, ii)ter) avec leurs versions primées.

i) « i) — iiter

! f
On montre les implications  ii)ter — 1) = iii)ter = 1v)
T U

iii)bis « ii)bis — ii)ter
1°) Les implications notées par des fleches simples sont triviales.
2°) i) = iii)ter est prouvée plus loin, c’est le Corollaire 6.6.
3°) iv) = 1ii) et iv) = ii)bis se prouve a laide du Théoreme 4.10 (dont la
preuve est donnée au § 5).

Appliquant la Remarque 2.10, la conjecture d’Erdos-Woods montre
lexistence de k tel que les restrictions a N de =, 4, et =, o
coincident avec I’égalité. Toute relation sur N est alors — trivialement —
saturée a la fois pour = et =, . Le Théoréeme 4.10 montre donc
que toute relation est définissable avec S et L ou bien Pred et L; cest

en particulier le cas de =, + et Xx.

4°) iii)ter = iv) est une autre application du Théoréme 4.10 (en fait, de sa
partie facile qu’est la Propriété 4.11): si I'égalité est (S, Pred; 1)-definissable
alors elle est saturée pour un certain =,_, 4, ce qui implique (cf. Re-
marque 2.10) la conjecture d’Erdos-Woods.

N T N
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Remarque. L’implication iv) = iii) peut se voir directement (sans passer
par le Théoréme 4.10). La conjecture d’Erdos-Woods, si elle est vraie, fournit
la définition simple suivante de 'égalité dans le langage (S; 1):

Vz[[zL x>z L y] A [zLS(x)2zLSG)] A ... A [2LSK(x)>z LS*(¥)]] -

Cette conjecture d’Erdés-Woods montre I’équivalence de Tégalite¢ x =y
avec la condition suivante:

x>k et y>k et SUPP(x—i) = SUPP(y—i) pour tout ie {0, 1,.. k},
ou bien x et y sont tous deux inférieurs a k et égaux.

Désignant par Egal,(x) une formule qui définit {n} dans la structure
(N;Pred; L), on déduit alors de la condition précédente une definition
simple de I’égalité dans la structure (N ; Pred; L):

[Egal;(x)<Egal,(y)] A .. » [Egal(x)Egal(y)]
A Vz[[zLxozLy] A... a[zLPred¥(x)«>z L Pred"(y)]] .

4.13. Mentionnons enfin le résultat suivant qui étend a Z le Théoréme 4.9
ci-dessus:

THEOREME. Toute relation ou fonction arithmétique définie sur 'ensemble
ZPP des primaires de Z et de leurs opposés est (S; L)-définissable.

Remarquons que contrairement a ce qui peut sembler a premicre vue, le
passage de N 4 Z n’a rien d’automatique. La preuve de ce résultat constitue
d’ailleurs 'objet principal de 'article [RD2].

La difficulté principale est ici de reconnaitre le signe d’un élément de ZPP.
En particulier, on ne sait pas distinguer avec le langage (S; 1) st un diviseur
premier de x — 1 divise | x| — lou| x| + 1.

On peut voir (cf. [RD2]) que le Théoréme précédent implique le Théo-
reme 4.9. Il a aussi les Corollaires suivants.

1°) Une généralisation du Théoréme de Woods:

L’arithmétique de Z (i.e. ’addition et la multiplication) est (S; 1)-définissable
sur Z si et seulement sl existe un entier k (nécessairement > 2) tel que
tout entier x de Z soit uniquement déterminé par les supports des entiers
x+ 1L,x+ 2 .,x + k.

2°) La définissabilit¢ de l'arithmétique de Z par successeur et divisibilité
(question posée par J. Robinson dans larticle ou elle prouve le résultat

analogue sur. N). Une preuve directe du méme résultat se trouve aussi en
[RD3].
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3°) Des résultats nouveaux de définissabilité de I’addition et de la multi-
plication a partir de (S, +; L) oude (<, L) sur Z.

Il est a noter que S n’est pas définissable par addition et coprimarité
sur Z: en effet, x — (—x) est un automorphisme de Z qui respecte + et L
mais pas S.

§ 5. LA METHODE DE CODAGE ZBV ET LE PROBLEME DE J. ROBINSON

5.1.  La méthode de codage ZBV

Les Théorémes ZBV et LC (cf. 2.2 et 2.3) et leur Corollaire 2.4 permettent
des codages qui s’avérent particuliérement performants dans I’étude du
pouvoir de définissabilité des langages (S; 1) et (Pred; L).

La méthode de codage ZBV consiste a considérer comme codes d'un
entier  x les supports ou bien les diviseurs primitifs .des formes du type
p*t 1, ou p est premier.

On ramene ainsi certaines questions arithmétiques d la théorie des ensembles
finis de nombres premiers; en particulier, a des questions sur leur combinatoire.

Par ailleurs, chaque ensemble fini de nombres premiers (ou fonction de
domaine fini entre nombres premiers) est lui-méme codable (de multiples facons)
par un seul nombre premier via la méthode indiquée en 2.1 combinant le
Théoréme de Dirichlet et le Théoréme des restes chinois. Un tel code joue
alors le réle de mémoire dans laquelle est stocké ensemble fini de premiers
(ou la fonction) considéré(e).

5.2. Avant de passer a des applications de la méthode ZBV, nous montrons
quelques résultats simples sur la mise en place dans la structure (N; L)
d’éléments d’une théorie des ensembles finis par le biais des supports d’entiers:
I’ensemble de base est P, chaque partie finie X de P est codée par les
entiers ayant X pour Support.

La relation d’inclusion entre parties finies de P se traduit sur leurs codes
par la relation SUPP (x) = SUPP (y).
Comme cette inclusion entre supports a lieu si et seulement si tout entier
premier avec y est premier avec x, on voit quelle se traduit dans la
structure {N; L> par la formule Vz[(zLly)—>(zLlx)], notée SUPP (x)
< SUPP (y).
A partir de cette relation, on peut definir la relation d’égalité entre
supports et les opérations ensemblistes d’union, intersection et différence des
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supports. On obtient ainsi I'algébre ensembliste élémentaire sur les parties
finies de P.

5.3. On remarque ensuite qu’un entier x est primaire si et seulement si son
support est inclus dans celui de tout entier non premier avec lui.

On en déduit alors des formules qui définissent dans (IN; L) I'ensemble PP
des primaires et la relation {(x, y):x et y sont des puissances d’un méme
premier}. Notées respectivement PP(x) et PP(x, y), ce sont

Vy{["1(yLx)] - SUPP(x) = SUPP(y)} et PP(x) » PP(y) n T1(xL1y)

On observe enfin que les ensembles {1} et {0} sont (N; L)-définis par
les formules suivantes, notées respectivement Egal,(x) et Egaly(x):

Vy(yLlx) et Vy[(yLlx) — Egal,(y)].

On utilisera donc (cf. la Proposition 3.10) les constantes O et 1 dans le
cadre de tout langage contenant L.

Remarque. Lexemple 1 de 3.8 permet de voir que les singletons {0}
et {1} sont les seuls & pouvoir étre définis dans (IN; L.

54. On peut définir trés simplement le singleton {n}, n > 2, (et donc aussi
toute relation finie) dans la structure <{N;Pred; L) par la formule
Egal,[Pred” ™ (x)], notée Egal, (x).

On utilisera donc toutes les constantes entieres dans le cadre du langage
(Pred; L.

5.5. Nous montrons maintenant des applications simples — et fonda-
mentales — de la méthode ZBYV.

Le Théoréme 2.12 montre que pour des entiers primaires x et y, les trois
conditions x = y, X =5 1 ), X =(_, _1, ) sont équivalentes.
On en deduit des définitions de I’égalité restreinte au domaine PP dans les
structures {IN; §; L) et {N; Pred; L), notées toutes deux x =p,py:

PP(x,y) A SUPP[S(x)] = SUPP [S(y)] » SUPP [S*(x))] = SUPP [S%(»)],
PP(x, y) n SUPP [Pred(x)] = SUPP [Pred(y)] » SUPP [Pred?(x))]
= SUPP [Pred?(y))] .

A partir de ces formules, on obtient une définition dans (N;§; L)

de la restriction a PP de la fonction prédécesseur par la formule, notée
Predpp(x, y):
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[Egalo(x)—>Egalo(y)] ~ {{T1(Egalo(x)] - [x=ppS(y)1}

On obtient aussi une définition dans (N;Pred; L) de la restriction
a PP de la fonction successeur par la formule, notée Spp(x, y): —1(Egaly(y)]

A [x=ppPred(y)1}.

Remarques. 1°) Soit n > 0. La formule
PP(x) v PP[S(x)] v .. v PP[S"(x)]

définit 'ensemble PP + [—n, 0] dans (N; S; L)>. L’application du Corol-
laire 2.12 montre — comme plus haut — que Pégalité et la fonction
prédécesseur restreintes a cet ensemble sont définissables avec S et L.

2°)  De fagon analogue, avec Pred et L, c’est 'ensemble PP + [0, n] qui

est definissable, ainsi que I’égalité et la fonction successeur restreintes a
celui-ci.

5.6. On peut maintenant définir les singletons dans {(N; S; L>.
Soit n > 2 et soit p un premier plus grand que n. La condition x = n
équivaut a

(p —n)-ieme successeur de x = (p— 1)-ieme successeur de 1,

relation qui ne fait intervenir que la seule restriction de Pégalité a PP.

Ainsi, 'ensemble {n} est défini dans (N;S; L) par la formule S?~"(x)
= ppS? 7 1(1), notée Egal (x). On utilisera donc toutes les constantes entiéres
dans le cadre du langage (S; L).

5.7. Nous définissons maintenant (2 la suite de [RD1]) 'ensemble P des
nombres premiers dans chacun des langages (S; 1) et (Pred; L).

Le point ii) du Corollaire 2.4 montre que 'ensemble X des primaires x
tels que SUPP (x—1) < SUPP(y—1) pour tout primaire y de méme base
que x est égal a

X = Pu{(2“—1)*:u > 2 et l'entier 2* — 1 est premier} .
Cet ensemble X se définit dans (IN; §; 1) par la formule X(x) suivante:

PP(x) ~ YyVuVo{[PP(x, y) A Predpp(x, u) n Predpp(y, v)]
— SUPP (u) = SUPP (v)}

Comme (2“—1)? + 1 = 2[2*2* ' —1)+1], lentier (2“—1) + 1 est une
- puissance de 2 mais pas (2*—1)*> + 1. On voit ainsi que P se définit a
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partir de X comme suit: P = {x € X: s’ll existe ye X, y de méme base que x
et y # x alors x + 1 est une puissance de 2}

On en déduit alors une définition, notée P(x), dans <N;S; L) de len-
semble P:

X(x) A {[3z[X(z) A(z# ppx) rn PP(x, 2)]] —>PP(S(X), 2)1} .

Gréce au prédicat Spp, ces définitions se transférent simplement de la
structure (N;S; L> a la structure (N;Pred; L) donnant les formules,
notées également X(x) et P(x):

PP(x) A Vy{PP(x, y) — SUPP [Pred(x)] € SUPP [Pred(u)]} .
X(x) A {[3z[X(2) A(z# ppx) A PP(x, 2)]] — 3t [Spp(x, t) A PP(t, 2)1} .

5.8. La possibilit¢ de définir P par I'adjonction 2 1 de S ou bien Pred
permet de développer considérablement la théorie des parties finies de P
mise en place en 5.2 par le biais des supports d’entiers:

Toute la combinatoire ensembliste sur les supports s’exprime dans chacun des
langages (S; L) et (Pred; l).

La relation d’appartenance, traduite sur les codes par la relation
pe SUPP(x), est définie dans chacune des structures <(IN;S; 1> et
(N; Pred; L) par la formule P(p) A —1(pLx).

Nous montrons ci-dessous comment élargir le codage des parties finies
de P a un codage des relations et fonctions sur ces parties finies.

Pour k > 1 fixé, on note (A4,);<,<x une énumération des suites de
k + 1 parties de {1, 2, .., k}. Soit ® un entier premier plus grand que K.
Soient x,, ..., X, des entiers.

A tout (py, .., pr) € SUPP(xy) x .. x SUPP(x;) on associe — a l'aide du
Theoréeme de Dirichlet (cf. 2.1) — Tensemble infini X, , des entiers
premiers z > m qui vérifient les équations de congruences:

z = i(mod p;) pour les i tels que p; >k + 1,p; # m et p, # p; pour
touslesj < i,

z =k + 1(mod g) siqe[SUPP(x,)u..uSUPP(x,)]\{1, .. k+1,p;, .., pi, T},
z = o.(mod x) sid,est({i:p; = 2}, .., {i1p; = k + 1}, {i:p; = n}).
On voit simplement que les X, ., sont deux a deux disjoints.

Les Pred-codes d’une relation p sur SUPP (x;) x .. x SUPP(x,) sont
alors les entiers dont les supports coupent les seuls X pi....m tels que
(p1, - Px) € p. Les Pred-codes d’une fonction sont ceux de son graphe.
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Les S-codes d’une relation sont définis de fagon similaire avec les
ensembles Y, . obtenus en remplagant dans la définition de X,
les restes de congruences par leurs opposés.

sees P

PROPOSITION. Les relations

«(py, .- Px) appartient a la relation S-codée par x
sur SUPP (x;) x ... x SUPP(x,) »,

«(py, .- Px) appartient a la relation Pred-codée par x
sur SUPP (x;) x .. x SUPP (x;)»

sont respectivement définissables dans les structures (N;S;Ll> et
(N ; Pred; 1.

Preuve. La définition des X, ,, se traduit simplement en une définition
avec Pred et L de la relation {(xy, .., Xy, D1, Pi>2):2€ X, p)- DOU
I’assertion relative aux Pred-codes. Celle pour les S-codes se déduit de méme.

Les notions ensemblistes usuelles se traduisent alors en propriétés sur les
S-codes ou Pred-codes définissables avec S et 1, ou Pred et L.

En particulier, la notion d’injection entre supports d’entiers conduit a la
définissabilité de toute I'arithmétique sur les cardinalités des supports.

Notant | X | le nombre d’¢léments de X, on retrouve ainsi un résultat de
Woods:

CorOLLAIRE (Woods). 1°) Les images réciproques par la surjection
x+— | SUPP(x)| de N\{0} sur N des relations <, = et des graphes
de Tladdition et de la multiplication sont définissables dans les structures
{(N;S§; LY et {(N;Pred; L).

2°) La théorie Th(N;S; 1) (ensemble des énoncés s’¢crivant avec le suc-
cesseur et la coprimarité pour seuls symboles de fonction et prédicat)
est indécidable.

Remarque. La partie 2°) de ce Corollaire signifie que la vérité arithmé-
tique des énoncés avec successeur et coprimarité est aussi compliquée que
celle de tous les énoncés de l'arithmétique. C’est une condition évidemment
nécessaire a une réponse positive a la conjecture d’Erdos-Woods d’apres le
théoreme cité en 4.7.

5.9. Une autre application simple du Théoréme ZBV permet de définir
une fraction de la fonction exponentielle.
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La caractérisation donnée par le point iii) du Corollaire 2.4 de la notion
de diviseur primitif se traduit directement par des formules des langages
(S; 1) et (Pred; 1), notées toutes deux PRIMITIF (p, u).

Si p et q sont des nombres premiers distincts, I'entier g®*P@? est la seule
puissance u de g telles que p soit diviseur primitif de u — 1. Cette condition
s’exprime immédiatement avec la formule PRIMITIF (p, u), d’ou le résultat
survant.

PROPOSITION. On peut définir avec S et 1, ou bien Pred et L,
la relation ternaire

{(p, ¢, w): p et q sont premiers distincts et u = g°RP@ P}

5.10. Les deux propositions qui suivent sont des résultats techniques utiles
en 5.11. Soient p* un primaire de base p et x un entier tels que:
— SUPP (x) < SUPP (p*—1),

— Densemble SUPP (x) contient exactement un diviseur primitif de tout
p* — 1 qui admet un diviseur primitif et vérifie linclusion SUPP (pP—1)
< SUPP (p*—1).

Le point 11) du Corollaire 2.5 montre que

— s p* n'est pas le carré d’'un premier de Mersenne p = 2* — 1 et si
p # 2 ou bien p = 2 mais SUPP(2°—1) = {3,7} & SUPP (p*—1), alors le
cardinal de SUPP (x) est le nombre des diviseurs de o,

— sip = 2 et SUPP (26_—_1) = {3,7} = SUPP (p*—1), alors le cardinal de
SUPP (x) est le nombre des diviseurs de o diminué de 1,

— si p est de la forme 2* — 1 et p* = p? alors | SUPP (x)| = 1 tandis
que le nombre des diviseurs de o est 2.

Toutes les clauses précédentes sont exprimables avec S et L, ou Pred
et L. A laide du Corollaire 5.8, ceci conduit a:

PROPOSITION 1. On peut définir avec S et L, ou bien Pred et 1,
la relation

{(4, x): u est primaire et | SUPP (x) | est le nombre des diviseurs
de la valuation de u} .

En particulier, on peut aussi exprimer dans ces langages la relation

{(u, v): u et v sont primaires et leurs valuations ont le méme nombre
des diviseurs} .
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On peut alors montrer la Proposition suivante.

PROPOSITION 2. On peut définir avec S et L, ou bien Pred et L1,
la relation

{(p, @,) : p et g sont premiers et distincts et ORD (¢, p) = p — 1}.

Preuve. Comme pour tout r 'entier ORD (r, p) est toujours un diviseur
de p — 1, on voit que I’égalit¢ ORD (g, p) = p — 1 équivaut a la condition
« pour tout premier r [lentier ORD(r,p) wna pas plus de diviseurs que
ORD (g, p) ».

Cette derniere condition peut aussi s’écrire

« pour tout premier v la valuation de rORP"P)

que celle de gORP@ Py,

wa pas plus de diviseurs

Sous cette forme, la traduction dans les langages avec S ou Pred
est une application immeédiate de la Proposition 1 et de celle de 5.9.

5.11. La Proposition 2 précédente permet de définir maintenant une partie
importante de la fonction exponentielle. La preuve qui suit reprend et
simplifie celle de [RD1].

PROPOSITION. On peut définir avec S et 1, ou bien Pred et L,
la restriction de la fonction (p,q)+> q°~' a lensemble {(p,q):p et q
sont premiers et distincts}.

Preuve. Compte tenu de la Proposition 2 de 5.10, il suffit de définir
q*~ ! lorsque p et g sont des premiers distincts tels que ORD (g, p) < p — 1.

Soit w une puissance de g telle que SUPP (q°*P@P —1) = SUPP (w—1)
(Cest-a-dire de la forme ¢**°*P“ #) On pose

X, = {q*: SUPP (¢°*°«» _1) < SUPP (¢*—1) < SUPP (w—1)},
D(X,) = {r:r # p et r est diviseur primitif d’'un ¢* — 1 ou ¢* € X},
>(X,) = {z:z est premier, ORD(z,p) = p — 1l et z = g (mod r)
pour tout r € D(X,,)} .

Le théoréme de Dirichlet (cf. 2.2) (et le fait que la condition ORD (z, p)
= p — 1 soit impliquée par toute équation de congruence z = g (mod p),
~ou g est un entier tel que ORD(g,p) = p — 1) montre que l'ensemble
- 2(X,,) est infin1
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La définition de X(X,) montre que si zeX(X,) alors ORD(z, p)
= ORD(g,p) = p — 1 et ORD(z,r) = ORD(g, r). Ainsi, p est diviseur
primitif de z2~ ! et tout diviseur primitif de ¢* — 1 qui est different de p est
aussi primitif pour z* — 1 (et donc non primitif pour les 8 — 1 ou o # P).
En particulier, »

— sia#p—1alors ¢* — 1 n’a aucun diviseur primitif différent de p
et qui soit primitif pour z?7! — 1;

— si gP 'eX et sl existe un diviseur primitif de g?~' — 1 alors
celui-ci est différent de g et tel que SUPP (u—1) = SUPP (g—1);

3°) il existe un primaire w de base ¢ tel que SUPP (¢goRP@ P _1)
< SUPP (w—1) et u admet un diviseur primitif différent de p en commun
avec z2~! — 1 pour tout z de (X ).

On conclut la preuve en observant que ces conditions sont simplement
exprimables dans les langages (S; L) et (Pred; L).

COROLLAIRE. La restriction de la fonction x> 5% a lensemble P est
définissable dans la structure {(N;S; L.

Preuve. Le Corollaire 2.4 montre que 5" !

SUPP (5*—5) = {5} u SUPP (5"—1).

Cette condition permet donc de définir la fonction 5"+ 5""1 de
domaine 5N dans la structure (N;S; L)>. On conclut avec la Proposition
précedente, appliquée 4 g = 5.

est le seul primaire 5* tel que

5.12. PROPOSITION. La fonction x> 5* transforme la structure
(N; +5 x, =)

en une structure {(5N;NA,NM; =,,> qui est entiérement définissable
dans la structure (N;S; L.

En particulier, les structures <(N;S,x+ 5% 1> et (N;+, x: =>
définissent les mémes relations et fonctions.

Preuve. On a dé&a vu que la fonction 5"+ 5"*! de domaine 5N,
notée NS (pour Nouveau Successeur) est (S, 1)-définissable.

Le méme Corollaire 2.4 définit aussi directement la relation NDIV (pour
Nouvelle DIVisibilité) formée des couples (57, 5™ tels que n divise m.

Cette fonction et cette relation sont les images, par I'application x +— 5%,
de la fonction successeur et de la relation de divisibilité.
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Ainsi, on peut définir, au sein de la structure {N;S; L), une nouvelle
structure {5™; NS; NDIV) qui est isomorphe, via x+ 5%, a la structure
(N; S5 .

Le Théoreme de J. Robinson (cf. 4.5) assure que l'addition et la multi-
plication sont définissables dans <{N;S;|>. Les formules qui définissent
l'addition et la multiplication usuelles sur les entiers a partir de S et |
permettent alors de définir dans la structure (5N; NS;NDIV), et donc
a fortiori dans {N; S; L), les fonctions, notées NA et NM (pour nouvelles
addition et multiplication), qui sont les images des fonctions + et x par
I''somorphisme x — 5%,

Remarques. 1°) Le choix de la base 5 (plutdét que 2 ou 3) permet
d’eviter les exceptions au Théoréeme ZBV et a son Corollaire 3.4, lesquelles
ne concernent en effet que les bases 2 et 2% — 1.

2°) J. P. Jones nous a signalé I'article [RR] dans lequel R. M. Robinson
utilise également les modéles internes sur les puissances d’un premier fixé.
Il démontre que ceux-ci sont (S; |)-définissables.

3°) La (S; L1)-définissabilité de la fonction x — 5%, de domaine N, reste un
probléme ouvert (car équivalent a la conjecture E-W).

5.13. On peut maintenant prouver une partie essentielle du Théoreme
annonce en 4.10.

PROPOSITION. Soit p une vrelation définissable dans la structure
(N; 4+, x, =) Larelation Sat(p) obtenue en saturant p par la relation
Sy, (ou x =y signifie SUPP(x) = SUPP(y)) est définissable dans
les structures (N:S; 1> et (N;Pred; L).

Preuve. Soit F(x,, ..., X;) une formule qui définit p dans (N; +; x , =>.
L’isomorphisme Exps: x — 5* entre {N; +; x , =) et {(5N; NA,NM; =,p)
transforme p en 'ensemble 5° = {(5, ..., 5): (xy, .., X;) € p}, et cette image
est la partie de 5N définie dans la structure (5N;NA,NM; =p,> par la
méme formule F(x,, .., x,). Comme cette structure est définissable dans
(N;S;L> et {N;Pred; L), on voit que 5° est aussi définissable avec L
et S ou Pred. Notons SUPP la fonction support, qui envoie N\{0} dans
ensemble 2 /(P) des parties finies de P. L’isomorphisme Exps transforme
SUPP en la fonction NSUPP (nouveau support) qui envoie 5N% dans
Pensemble 2 ,(57) des parties finies de 5 de sorte que, notant EXPs la
restriction & 2 (P) de lextension de Exps aux parties, le diagramme (1)
soit commutatif:

A 3 Papee
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2 4(P) - @f(sp)

EXPs
Diagramme (1) SUPP— 1 T NSURR

N\{op - S\

Exps
On observe que

Sat(p) = SUPP![SUPP(p)]
= [EXPs.SUPP] ™ [EXP-SUPP] (p)
= [EXPs-SUPP] '[NSUPP-Exps] (p)
= [EXPs.SUPP]~![NSUPP] (5°)
Chacune des fonctions intervenant dans cette derniére égalité est (S; L)
et (Pred; L) définissable:
— C’est évident pour la fonction SUPP,

— ceci résulte de la Proposition 5.12 pour EXP5 (extension aux parties
de la restriction aux premiers de Exps),

— la fonction NSUPP, définissable dans <5V;NA,NM; =,p> lest
aussi avec (S; L) ou (Pred; 1).
La définissabilité de Sat(p) avec (S; L) ou (Pred; L) résulte alors de celle
de 5°.

5.14.  On peut enfin prouver le Théoréme annonceé en 4.10.

THEOREME. Soit A un ensemble d’entiers de Z. Soit p une relation
définissable dans la structure (N; 4+, x, =), incluse dans NF¥, et saturée
par la restriction d N de la relation déquivalence =, (ou x =,y
signifie SUPP (|x+i]) = SUPP (|y+i]) pour tout ie A, cf. 2.11).

1) Si A est fini alors p est définissable dans la structure (IN;S,PRED; 1.

i) Si A est fini et formé dentiers tous positifs ou nuls, alors p est
définissable dans la structure <(N;S; L.

) Si A est fini et formé dentiers tous négatifs ou nuls, alors p est
définissable dans la structure {N; Pred; 1.

Preuve. 1°) Le cas 4 = {0} est réglé par la Proposition 5.13. Le cas
ou A est vide est trivial car p est alors égal & N* tout entier.
Si a € Z on désigne par T, la translation x — Sup (x+a, 0) de N dans N.

Si A= {ay,..a,}, on note T, lapplication x> (T, (x), ..., T,(x)) de N
dans N".
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St B € Z, (la trace de) I’équivalence =, sur N s’étend de facon évidente
sur N". Pour toute relation t sur N on note Sat. (X) la relation obtenue
en saturant T pour (la restriction & N de) ’équivalence = 5.

Nous considerons d’abord le cas ou 4 = {a;, .., a,} = N.

2°) Remarquons que si x et y sont dans N alors T ,(x) =5 T4(y) si et
seulement si x = 4,5y, 00 A + B = {a + b:ae A et b e B}. En particulier,
T 4(x) =0 T 4(y) st et seulement si x =, y.

On observe enfin que, pour toute partie p de N¥, on a

Saty (p) = {(¥1, . Vi) 1l existe (xq, .., x;) € p tel que y; =, x;
pour 1 < i < k}

= {(Y1 , o Vi)t il existe (xy, ..., x;) € p tel que T 4(;) =0 T (x;)
pour 1 < i <k}

= (T4, - TH] '[Sats (T4, T (P)]]
(ou (T, .., T,) (p) est incluse dans N" "),

3°) Si p est définissable dans la structure {N; +, x ; =) alors la relation
Satz{o}[(TA,..., T,) (p)] Test aussi; étant =, saturée, elle est également
(d’apres la Proposition 5.13) définissable dans la structure {N; S; L ).

Par ailleurs, si a e N, Papplication T, n’est autre que litérée d’ordre a
de la fonction S. La fonction T, est donc une composée d’itérées de la
fonction S avec la fonction de brassage xt+(x, .., x) de N dans N"

D’apres la Proposition 3.6, la famille des relations définissables dans
(N;S;..)> est stable par image réciproque par T, (en termes logiques,
si F(x,, .., x,) définit T dans (N;S;..> alors [(T, .., T )] 1) y est défini
par la formule F[S%(x), ..., S*(x)]).

Remarque. Rappelons que lapplication S n’est pas — a priori —
(S; L)-définissable (cf. 3.5), il en est donc de méme de T .

Il en résulte que lensemble [(Ty, .., T )] '[Sate ([(T4, .. T.o) (P)1],
c’est-a-dire Sat. (p), est définissable dans la structure {N;S§; L). Si p est
saturée pour =, alors p = Sat. (p) et est donc (S; L)-définissable. Ceci

achéve la preuve de I’assertion 1i) du Théoreme.

4°) Considérons maintenant le cas ou A = {a,, .., a,} est formé d’éléments
tous négatifs ou nuls. Soit m le plus grand entier positif ou nul tel que
— m soit dans 4. On note M le saturé de {0, ..., m} pour = ,:

M = {xeN:il existe i € {0, .., m} tel que x =, i}.
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Si a <0 alors la fonction T, est constante de valeur O sur {0, .., a}
et sa restriction & N\{0,.., a} est injective et dimage N\{0}. On Voit
ainsi que si x > m alors T '(x)] = {x}.
De méme, si x >m et y > m (en particulier si x et y sont dans
N\M) alors, comme plus haut, T (x) =, T4(y) si et seulement si x =, y.
On remarque que pour toute partie T de N” on a

(N\M)? n Sat (1) = Sat. ,[(N\M)’N1]
= {V1s - yp) e (N\M)?:il existe (X150 X,) EMN\MP N T
tel que y; =, x; pour 1 < i < p}
= {(V1, - ¥p) € N\M)?: il existe (x4, ..., X,) e N\M)P N 1
tel que T 4(y;) =0y Talx;) pour 1 < i < p}
= [(T45 - T '[Sate o [(Ty, o Ta) (NAM)PNT]] .

5°) Si t est définissable dans (N; +, x ; =) alors la relation

Sate (T4, - T0) (N\M)?N1)]

=1{0}

(qui est incluse dans N"*¥) P’est aussi. Etant =, saturée, elle est également
(d’aprés la Proposition 5.13) définissable dans la structure {IN; Pred; 1 ).
Drautre part, si a < 0, Papplication T, n’est autre que l'itérée d’ordre | a |
de la fonction Pred. Comme en 3°), on voit que la famille des relations
définissables dans (N; Pred;..) est stable par image réciproque par T .
Ainsi,
[(TA> seey TA)]— l[Sat%{o}[(TA 5 wey TA) ((N\M)me)]:l >
c’est-a-dire (N\M)? n Sat. (1), est definissable dans la structure (N ; Pred; L ).
Cec1 prouve que

si. T < NP est saturée pour =, alors (N\M)’ nt est (Pred; l)-
définissable.
6°) Soit p une partie de N,

Si I = {iy,.,i}, ou i; <..<1i, est incluse dans {1, .., k}, on note
Proj; la fonction (x,, ..., x;) — (xll, s X;,) de N sur N,

Si T < N, on note Ext,(t) 'ensemble

Exty(t) = {(x;, .. ;) Proj;[(x;, .., x,)]et et x;eM
pour tout i € {1, ..., k}\I} .

Comme M est saturée pour =,, on voit que pour toute partie p de
N on a
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(*) Sat~ (p) = U Ext;[(N\M)?nProj,[Sat~ ,(p)]] .
IS{1,...,k}, p=|I
On note K; , I'ensemble K; , = {x > m: SUPP (x+a) = SUPP (li+a|)}.
Il est clair que si — m < a < 0 l'ensemble K; , est (Pred; L)-définissable.
Comme M = [Mn{0,1,..,m}JU[ |J [) K..], on en déduit que M est

1<i<maed
(Pred; 1)-définissable.
Il en résulte que si X est (Pred; L)-définissable alors il en est de méme
des Ext (X).

7°)  On peut maintenant achever la preuve du point iii)) du Théoréme.

~

Si p est saturée pour =, alors les Proj,[Sat. (p)] le sont aussi. Le
point 5°) montre que les (N\M)? n Proj;[Sat~ ,(p)] sont (Pred; L)-défi-
nissables, il en résulte que les Ext;[(N\M)?nProj;[Sat. (p)]] le sont aussi,
et donc également p.

8°) Dans le cas général ou 4 comprend des ¢léments positifs et d’autres
négatifs, on raisonne comme dans les points 4°) a 7°). Cependant, la fonction
T, est, dans ce cas, une composée d’itérées des deux fonctions S et Pred
avec la fonction de brassage x +— (x, ..., x) de N dans N”". Cest donc alors
la famille des relations définissables dans {IN; S, Pred;..> qui est stable par
image réciproque par T ,. D’ou la nécessité (a priori) d’introduire le langage
(S, Pred; 1).

§ 6. L’EGALITE ET LE PROBLEME DE J. ROBINSON

6.1. Le résultat ci-dessous — a priori technique — s’avere étre un outil
performant dans I’étude du rdle de I’égalite en face de S et L.

Définition. Soit A une partie finie de Z. Une relation p, incluse dans
NF*+1 est dite quasi-saturée pour =, si elle est saturée en toutes ses
variables sauf peut-étre la premiere, c’est-a-dire que lorsque x; =, y; pour
1 < i<k, alors les (k+1)-uplets (z, xq, ..., X¢) €t (z, yq, ..., i) sont simulta-
nément dans p ou hors de p:

Exemple. D’aprés la Proposition 2.13, toutes les parties de N x PP*
(ou PP est I'ensemble des primaires) sont quasi-saturées pour =, si A
contient {0, 1,2} ou {— 2, — 1, 0}.

LEMME. Soit A wune partie finie de Z. Soient py,..,p,,0 des
relations définissables dans la structure (N; +, x; =) et chacune quasi-
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saturée pour = ,. On suppose que © est incluse dans N? et que la
deuxiéme projection A de O (ie. A = {x,:il existe x tel que (x, x0)€0})
est une partie de N définissable dans <(N; S, Pred; L).

Si 1 est une relation définissable dans (N;S,Pred; L,p;i, ..., p,> et
incluse dans WN", alors les relations

T = {(Xg, X1, X,_1): il existe x tel que (x, xo) € 0 et (x, x4, ., X,—1) €T},

T = {(Xg» X1, Xp—1): Xo €A et, pour tout x, si (x, xo) € 0
alors (X, Xy, wy Xy—1) € T}

sont également définissables dans la structure <{N;§,Pred; L, ps, .., Pp)
(Cest-d-dire sans faire intervenir la relation 0).

Preuve. 1°) Le fait que A soit la deuxiéme projection de 0 et la quasi-
saturation de 6 pour =, montrent que A est (= ,)-saturé. Comme, rela-
tivement a T et t”, la variable x, varie dans A, on voit que t' et 1"
sont (= ,)-saturées par rapport a X .

2°) Si X est une partie de Z, posons T; ;(X) = {—j,...0} U [X+{i—j}].
Si u =y, x v alors (cf. la preuve de 4.11) on voit facilement que

— si x <jouy<jalors T; ;(X) contient — x ou — y et donc x = y,
— x+({—j) =xy + (i—))
Il en résulte que S'[Pred’(u)] =4 S[Pred’(v)].

3°) Par récurrence sur la complexite de la formule F(x,, xq, ..., X,_ ;) qui
définit v dans <{N; S, Pred; L, py, .., p,), on construit des formules F" et
F" qui définissent 1" et Tt dans cette méme structure.

L’é¢tape d’'induction, c’est-a-dire I'introduction des connecteurs et quanti-
ficateurs (qui, en termes ensemblistes (cf. 3.6), correspond aux opérations
booléennes et aux projections) est évidente: si D(x,) définit A avec S, Pred
et 1, alors

(Ax.F) est dx;(F'), (Fv G) est F' v G, (1 F) est 1(F") A D(x,);
(Vx.F)" est Vx,(F"), (FAG)" est F" A G",(T1F)" est 71(F') A D(x,) .

L’¢tape initiale de la récurrence concerne les formules atomiques, c’est-a-dire
les relations t qui sont images réciproques des relations L, R, ..., R, par les
composees des fonctions S et Pred avec les fonctions de brassage. Les termes
du langage (S, Pred; L,R,,..,R,) se raménent (aprés simplification des
Pred - §) a ceux de la forme t(x) = S’[Pred’(x)] ou x est une variable.
D’ou les différents cas considérés ci-dessous.
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4°) Casou F est t(xq) L u(x)
Dans ce cas 1t et ©” ne comportent quun seul argument et le point 1°)

montre qu’elles sont (= ,)-saturées et donc, d’apres le Théoreme 4.10,
definissables dans la structure {IN; S, Pred; L ).

5°) Casou F est tolxgy) L tixy)

Si le terme t,(x,) est S'[Pred’(x,)] alors la (= ,,)-saturation de L implique la
(= 1, yop)-saturation par rapport a x; de la relation t et donc aussi de v
et t". Compte tenu de 1°), les relations 7 et 17 sont (=g, opa)-saturées, et
donc (Théoreme 4.10) définissables dans {IN; S, Pred; L ).

6°) Cas ou F(Xg, X15 e Xp—1) est R, (t1[Xs(1)1s s L [ X)) ou
l<a<p—1lo:{1,.,k}—{0,.,n—1} et o) =0.

Stot; Jr(xc(,)) est S"[Pred’(x,;)], on pose B = T, ;(A) U .. Ty i, (A).
De la (= ,)-quasi-saturation de linterprétation p, de R,, on dedult la
(= g)-saturation de t par rapport aux variables x; telles que i # o(l) =
et donc aussi le méme résultat relatif a 1" et t". Le point 1°) assure alors

que T et v’ sont (=5 4)-saturées et donc (Théoréme 4.10) définissables dans
(N; S, Pred; L.

7% Cas ou  F(xg, Xy, . Xp—1) est  Ry(ti[Xgu)ls o b [Xoayl) ou 1 < a
<p-— Lo {l,.,k}—{0,.,n—1} et o(l) #0.
Soit B défini comme au point 6°). On pose

L = {(z, xo): il existe x tel que z =5 x et (x, x,) € 0} .

Comme 0 est (= ,)-quasi-saturée, A est (=g, 4)-saturée et donc (Théoreme 4.10)
définissable dans {(N; S, Pred; L ). La (£ ,)-quasi-saturation de p, montre la
(= p)-saturation de 1t par rapport aux variables x; telles que i # o(1), en
particulier celles telles que o(i) = 0 (car o(1) # 0). On a donc

4

T = {(Xg, X1, X,—1): il existe x tel que (x, xo) €0 et (y;, .., )€ p, OU
y; vaut t;[x.] si o(i) # 0 et vaut t,[x] si o(i) = 0},
= {(Xg, X1, X,—1): 1l existe z tel que (z, xo) €A et (yy, .., i) € P OU
y; vaut t;[ x4, ] si o(i) # 0 et vaut t;[z] si o(i) = 0}.

14

T = {(Xg, X1, Xp—1): Xo € A et pour tout x, si (x, x,) € 0 alors
(V15 - Vi) € Py OU y; vaut £;[x,] si o(i) # 0 et vaut
L[] si o) = 0},

= {(x0, X1, Xp—1): Xo €A et pour tout z, si (z, x,) € A alors
(V15 - Vi) € Py OU y; vaut t;[x1 st o(i) # 0 et vaut
t;[z] si o(i) = 0}.
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Ces égalités donnent des définitions de ©° et t” a partir de A, A et p,,
et donc (puisque A et L sont définissables avec S, Pred et 1) des defi-
nitions de ' et t° dans {(N; S, Pred; L, p,)-

6.2. Le résultat suivant est une extension du Théoréme de Woods sur
équivalence du Probléme de Robinson et de la (S; 1)-définissabilité de
I’égalité.

THEOREME. Soient P, .., Py, @1 @, des relations et fonctions défi-
nissables dans (N; +, x; =>. On suppose que pi,..,p, et les graphes
de ¢y,.., ¢, sont quasi-saturés pour =, ou A est une partie finie
de Z (cest le cas, en particulier, si ces relations et graphes sont inclus
dans un produit N x [PP*+B] ou B est une partie finie de Z.).

Si légalité est définissable dans <(IN; S, Pred, @i, ..., 9,5 L, p1s o Pp)
(resp. NS, @1y @3 L, Py Py resp. (N Pred, @4, o, 045 L, pys ooy Pp))
alors cette structure définit les mémes relations et fonctions que {(N; +, X ; =).

Preuve. Appliquons le Lemme 6.1 avec les relations p; et les graphes
des @;, et, pour 1 la relation d’égalité, pour 0 le graphe de la fonction
x > 5% (graphe qui est bien quasi-saturé puisque son second argument est
toujours un primaire). On observe que T est I'image de 0 par la fonction
de brassage (x,y)+— (y,x). La {(N;S§,Pred; L, py, ..., pp, Gr{(®y), ... GHP,))-
définissabilité de t’, et donc de O, permet de conclure a celle de + et X,
grace a la Proposition 5.12.

On acheve la preuve en observant que la définissabilité¢ de I’égalité dans
la structure <{N;§, Pred, @, .., @;; L, py,.., pp,y montre I'équivalence de
cette structure et de <N; §, Pred; L, py, ..., p,, Gr{(@,), ... Gr{(p,)).

On remarque enfin que si I'égalite est définissable avec les p;, @;,
L et S sans l'aide de Pred (resp. avec Pred sans l'aide de S) alors la
fonction Pred (resp. S) I’est aussi.

Remarque. Considérant pour p la relation d’égalité, on voit que la

condition de quasi-saturation des p, ne peut pas étre levée dans le Lemma 6.1
ni dans le present Théoreme (sauf si la conjecture d’Erdds-Woods est vraie !).

6.3. Une application simple du Théoréme 6.2 est la suivante:

THEOREME. Soit J wune injection de domaine N & valeurs dans les
primaires et définissable dans <(N; +, x ; =>.
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Les trois structures <{N;S,J; L), {N;Pred,J; L) et {N; +, x;=>
définissent les mémes relations et fonctions.

Preuve. La relation d’égalité est définissable dans la structure (N; S, J; L>
par la formule J(x) =pp J(y) (cf. 5.5 pour la définition de = pp). On conclut
en appliquant le Théoréme 6.2 avec pour p le graphe de J (qui est quasi-
saturé car a valeurs dans les primaires).

6.4. Une autre application simple du Théoréme 6.2 est la suivante:

Soit EXP la relation binaire EXP = {(x, y): il existe a > 0 tel que y = a*}.

THEOREME. Les trois structures {(N;S; L, EXP> (N;S; L,EXP)> et
(N; +, x; =) définissent les mémes relations et fonctions.

Preuve. On considere seulement le cas (S; L, EXP). Soit 4 I’ensemble
A = EXP n [NxPP] = {(x,p"): xe N et pe P}. On observe que I’égalité
x = y équivaut a l’existence d’un z tel que (x,z) et (y, z) soient dans A.
L’egalité est donc définissable dans la structure {<IN; S; 1L, 4).

Comme A4 est incluse dans N x PP, elle est quasi-saturée pour =, ; ),
et le Théoréme 6.2 montre que + et x sont définissables dans la structure
(N;§; L, A>. On conclut en remarquant que la relation A4 est elle-méme défi-
nissable dans la structure (\N; §; L, EXP) par la formule PP(y) A EXP(x, y).

6.5. Le Théoreme ci-dessous est un fait curieux que 'on peut énoncer ainsi:

bien qu’il apparaisse difficile de la définir avec successeur et coprimarité,
la relation d’égalité wa pourtant pas un pouvoir de définissabilité important,
sa contribution — en face de S et 1 — se limite a se définir elle-méme
ainsi que le graphe des itérés de S et elle n’est pas en mesure dutiliser la
puissance des quantifications!

THEOREME. Toute formule du langage (S, Pred; =, 1) équivaut a une
combinaison booléenne de formules du langage (S, Pred; 1) — formules sans
égalité — et de formules du type x = S'(y) (resp. x = Predi(y))
— formules sans quantificateur —.

En termes ensemblistes, la classe des relations (N;§,Pred; =, L)>-défi-
nissables coincide avec la classe des relations obtenues par combinaisons
booléennes

— des relations définissables dans la structure {(N; S, Pred; L),
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— des graphes des itérées de la fonction successeur (resp. prédécesseur)
et leurs images réciproques par les fonctions f, . p: (X1, s Xp) > (Xo, Xp)
ou 1<a<pl<B<pa#dp

Preuve. 1°) On commence par montrer que toute formule du langage
(S, Pred; =, 1) équivaut 4 une formule de ce méme langage dont les sous-
formules atomiques sont particuliérement simples. C’est 'objet des points 2°)
a 4°).
2°) Si t; et t, sont des termes, les formules ¢, 1 ¢, et t; = t, sont équi-
valentes a

Az, 3z,[(zy =t ) A (Zy =) Az Lzy)] et Fzi3z,[(zi=t) A (za=1t) A (z1=2,)] .

Toute formule est donc équivalente a une autre dans laquelle les sous-
formules atomiques sont toutes de la forme t = x ou x L y ou ¢ est un
terme et x, y sont des variables.

3°) Comme Pred o S est I'identité, on peut se ramener au cas ou tous les
termes sont de la forme S'[Pred’(z)] ou z est une variable.

4°) On a déa vu (cf. 5.3) que tout singleton, et donc toute relation
finie ou cofinie, est définissable avec L et S ou Pred.

Comme S'[Pred’(z)] vaut i si z <jetvautz + i — jsi z > j, la formule
S'[Pred’(z)] = x est équivalente a:

I

[(x=2)r(z=))] v [(x=1)r(z<])] si 0=,
[(x=Pred/™ (@) a(z2/)] v [(x=D)alz<)] st i<},
[(x=S"12)r(z=j)] v [(x=0)A(z<))] sii> .

Ces formules sont de la forme [(t=x)aA(x)] v B(x,z) ou A et B sont
écrites avec Pred et 1, et t est un terme du type S¥z) ou Pred*(z).
Notons enfin que la formule x = x est toujours vraie et équivaut a
T(xLx); st k # 0, la formule x = S%x) est toujours fausse et équivaut a
(xLx) A 71(xLx), la formule x = Pred*(x) équivaut 4 x = 0.
On voit donc que

(*) Toute formule est équivalente a une formule dont les sous-formules
atomiques sont toutes de la forme x = Sy) ou x = Pred¥(y) ou encore
xL1lz ou x,y sont des variables distinctes, z une variable et k = 0.

5°) Notons enfin que la formule x = SXy) est équivalente & (y =Pred¥(x))

A (x=k), laquelle est de la forme (y=PredX(x)) » A(x), ot 4 est écrite avec
Pred et L (et sans égalité).
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De méme, la formule x = Pred*(y) est équivalente a4 (y=S*x)) v [(x=0)
~(y<k)], de la forme (y=Pred“(x)) » B(x,y) ou B est écrite sans égalité.
Ainsi, on peut donc échanger les sous-formules x = Pred¥y) et y = S4x),
modulo I'introduction d’autres sous-formules du langage (Pred, 1) ou (S, L).

6°) Le point 5°) montre qu’il suffit, pour prouver le Théoréme, de pouvoir
associer a toute formule F(x,, .., x,) du langage (S, Pred; =, 1) une formule
équivalente F'(xy,..,x,) qui est combinaison booléenne de formules du
langage (S, Pred, 1) et de formules du type S'(x) = y ou Pred(x) = y,
ou x,y sont des variables. Les points 2°) a 4°) montrent que 'on peut se
restreindre aux formules F(x,, .., x,) du langage (S, Pred; =, L) qui ont
la propriété (*).

La construction procéde alors par récurrence sur la complexité de F.

7°) L’initialisation de la récurrence indiquée en 6°) est I’étude du cas des
formules atomiques. Puisque F vérifie (*), les seuls cas a ¢étudier sont
x = S¥y), x = Pred¥y) et x L y; il est évident qu’il suffit de prendre alors F’
égale a F.

8°) L’étape d’induction de cette récurrence concerne lintroduction des
connecteurs et du quantificateur existentiel.

Le passage aux connecteurs est évident: (1 F) est 1(F’), etc.

Le passage au quantificateur existentiel est I'objet des points ci-dessous.

9°) Soit F(xy, .., Xx,,x,+;) une formule du langage (S, Pred, =, 1) pour
laquelle est d¢ja construite la formule équivalente F' de la forme indiquée
en 6°). On cherche a construire [3x, 1 F(xy, .., X,, X, 1)]"

Utilisant 5°) pour les “sous-formules Pred“(x;) = x;, S¥(x,,,) = x; et
Pred“(x,,,) = x; de F’, on voit que F’, et donc aussi F, équivaut & une
combinaison booléenne de formules du langage (S, Pred, L) et de formules
des types SHx;) = x;, S¥x;) = x,4+; et Pred¥(x;) = x,,;, ou i <p et
J<p.

Rappelons que toute combinaison booléenne de formules se ramene a une
disjonction de conjonctions de ces formules et de leurs négations. D’autre
part, toute conjonction (t; =x,4+1) A~ R(t5, X,+;) équivaut a

(ty=x,+1) ~ R(t;, t).
Enfin, toute conjonction (t; #x,. 1) A (t,#Xx,1) €quivaut a
[ty #x, ) Aty=t)] v [(E1 #Xpr DA (E2F X ) AL F#L) ]

Ceci montre que la formule F’, et donc aussi F, équivaut a la disjonction
d’'une famille de formules H,(Xy, .., X,) A Fy (X1, X,, X,41), 0 € A (A fini),
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ou H, est une conjonction de formules S¥x;) = x;,i < p,j < p, et de leurs
négations, et chacune des F, est de l'une des deux formes suivantes:

Ga(xl PR xp? xp+ 1) A [(Sa:xp+ l)]

ou Ga(xla"'> xp:xp+l) A [/\ (tu;éxp+l):| A [ /\ (tu¢tu)]

uelUy, ueU,,vely,usv
o G, est une formule du langage (S, Pred, 1), s, et t, sont des termes
de la forme S¥x;) ou Pred"(x;), avec i < p.

10°) Comme la quantification existentielle commute avec la disjonction, la
formule 3x,. F équivaut 4 la disjonction des 3x,.;(H, » F,,). La construction
de [3x,,,F]" peut ainsi étre ramenée a celle des [3x,, (H, A F,)]" (dont ce
sera la disjonction).

Comme H,(x,, .., x,) ne dépend pas de x,,,, la formule 3x,,(H,AF,)
équivaut a H,(x;, .., x,) ~ 3x,,.,F,. La construction de [3Ix,,(H,AF,)]
peut ainsi étre ramenée a celle de [Ix,,,F,]" (dont ce sera la conjonction
avec H,).

11°) Le cas ou F, est de la forme G, (x;, .., X,, X,+1) A L(s,=X,+1)] est
trivial: la formule dx,. ,F, équivaut alors a G(x,, .., X,, S,), laquelle est de

s Vpo Pu

la forme demandée en 6°) et peut étre prise pour [Ix,,,F,]"

12°) Etudions maintenant le cas ou F, est de la forme

Gu(xl> *eey xpa xp+1) A [/\ (tu#xp+l)] A [ /\ (tu#tu)]
uelU, uelUy, vely, uFv

D’apres la Proposition 4.11 1l existe une partie finie A de Z telle que la
relation définie par la formule G, soit (= ,)-saturée. La relation =, est
evidemment définissable dans le langage (S, Pred, 1). Pour tout entier
k > 1, l'ensemble {xeN: la classe de x pour =, contient exactement
k éléments} est (= ,)-saturé. Le Théoréme 4.10 assure donc quil est défi-
nissable par une formule, notée EQ,(x), du langage (S, Pred, 1). Si X est
un ensemble fini nous notons | X | le nombre de ses éléments. On considére
les formules 0, @, x et , x suivantes, ouue U, et X < U,:
N CperFats)s (= at)] A LA 0= 0t)] A LA @ F at)] A EQx(e,)
velU, veX w¢X
et

(et =t )] A LA 0] A TA G F )] A TEQy(t,) .

veX w¢X

La disjonction de ces formules, quand u varie dans U, et X dans les parties
de U,, est une tautologie.
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La construction de [3x,,,F,] peut ainsi &étre ramenée a celle des

[axp+ I(Foc/\e)]/a [axp+ l(FaA (pu, X)]la [pr+ 1(Foc/\ \Iju,X)], (dOIlt ce sera la
disjonction).

13°)  On observe que les clauses t, # x,,, de F, sont trivialement impliquées
par 0 et peuvent donc étre supprimées dans la formule F, A 0. Cette derniére
équivaut donc a G,(x,, .., x,,X,+1) A L, ou L, est la conjonction des
t, # t, (ou ne figure pas x,, ). Ainsi, 3x,,;(F,0) équivaut a L, » 3x,,,G,.
Il est clair que cette derniére formule est de la forme demandée en 6°)
et peut étre prise pour [Ix, . ;(F,A0)]"

14°)  On observe que la formule F, An ¢, x est toujours fausse car ¢, y
implique que la classe de t, pour =, est I’ensemble des ¢,,ve X, et donc
que x,,; est égal a l'un d’eux, ce qui contredit une des clauses de F,.
On peut donc prendre pour [3x,,,(F, A @, x)] une formule comme x; # x; .

15°) La relation définie par G, étant (= j)-saturée et VY, x impliquant
Xp+1 = 4 by, les formules G(x;, ..., X,, Xp1 1) A W, x €8 Gy(Xy, o, X, 8) A Wy
sont équivalentes. Notons p, y la conjonction des clauses t, = ,¢,,¢t, % 4ty
et TEQx(t,) de Y, x (veX et wgX). Cette formule assure que la classe
de ¢, pour = , contient un ¢lément z différent des ¢,, v € X. Un tel élément z
est nécessairement €galement difféerent des t,, w ¢ X (lesquels ne sont pas

dans la classe de t,). Ainsi, p, x implique 3z[(z= 4t,) A A (t,#2)].

veUy,

Observons que F, A\, x est équivalente a une formule de la forme

M (X1 5 e Xp) A [(Xp4 1 = 4t,)] A vgl\l (t,#xp+ 1]
ou M,, qui contient p, x, est la conjonction d’'une formule du langage
(S, Pred, L) et des ¢, # ¢, (ou ne figure pas x,, ).
On voit donc que 3x, (F, AV, x) équivaut a M (x,, ..., x,), laquelle peut
donc étre prise pour [3x,. ;(F AV, x)]" :
Fin de la preuve du Théoréme 6.5.

6.6. Une application du Théoreme 6.5 permet d’obtenir Iimplication
i) = iii)ter du Théoreme 4.8 (et ce, de fagon tout a fait constructive).

COROLLAIRE. Si + et x sont définissables dans la structure
(N; S, Pred; =, L> alors l'égalité 'est dans <{IN; S, Pred; L).

Preuve. Le Théoréme 6.5 montre que si la relation d’ordre x < y est
définissable avec S, Pred, = et L, elle 'est par une formule qui, mise
sous forme de disjonction de conjonctions, a la forme suivante
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V[F . A LA#x+] A [AG#y+)] A [N\ (y=x+k)]

iel, jedy keKy
A LA (x=y+1)]]
IeL,
ou F, est une formule ne faisant pas intervenir I'égalité.

Si K, ou L, contient plus d’un élément alors la clause associée a «
est impossible et peut donc étre supprimée. Si L, n’est pas vide ou si
K, contient 0 alors la clause associée a o contredit la condition x <y
et peut donc étre supprimée. Si K, = {k}, k = 1, alors la sous-formule
Vv = x + k implique x < y; ainsi, la clause associée a o peut, toute entiere,
étre remplacée par y = x + k.

Ceci permet de définir x < y sous la forme suivante:

[Vy=x+k] v VIFLG)) a TAG#x+D] A LA G2y +i).

1A iel, JjeJy

Soit M le supremum des éléments des J,.

Puisque la clause associée a o implique x < y, on voit que F(x, y) implique

(x<» v [V=x+i)]v [V(=y+j)]], qui implique aussi x < y + M.

isl, Jjedy

St F(x. y) est la disjonction des F,(x, y), on voit donc que

x<y=Fxyy=x<y+ M,

doux = y=F(x,v+1) A F(y,x+1)= |

VIS M+ 1

Le point iii) du Theoreme 2.11 permet alors de conclure que I'égalité x = y
est definie par la formule F(x, y+1) A F(y, x+1) A E(x, y) ot E(x, y) est la
formule. écrite avec S et L qui définit la relation x =0, ..u) ou k est
un premier supérieur a M.

§ 7. DEFINISSABILITE PAR SUCCESSEUR, COPRIMARITE
ET RESIDUATION QUADRATIQUE

7.1. Deésignons par RES et T les relations binaires

RES = {(x.p)eN x P: x est résidu quadratique modulo le premier P},

I'={(x,p)eN x P: - x est impair et Iexposant (peut-€tre nul) du
premier p dans la décomposition primaire de x est
pair} .

Le Théoreme de Stgrmer (cf. Corollaire 2.5, point ii) se traduit par le
lemme suivant:
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LEMME. L’égalité des entiers impairs x et y équivaut da la condition
suivante (ou € vaut, au choix, 1 ou bien — 1):

SUPP(x) = SUPP(y) et SUPP(x+2¢) = SUPP(y+2¢) et, pour
tout p premier et tout i€ {0,2}, les couples (x+¢ei,p) et (y+é&i,p)
sont simultanément dans T ou hors de T.

7.2. THEOREME. Les structures <{(N;S;L,T>, {(N;Pred; L, T> et
(N; +, x; =) définissent les mémes relations et fonctions.

Preuve. Le Lemme 7.1 fournit des définitions dans les langages
(Pred; L, T) et (S; L, T) de la relation d’égalité restreinte aux entiers
impairs. On en déduit simplement des définitions dans ces langages de la
relation d’égalité tout entiére. On conclut enfin en appliquant le Théoreme 6.2
puisque, la seconde variable de T variant dans P, la relation T est quasi-sature
(cf. Exemple 6.1).

7.3. Nous allons maintenant définir la relation T dans le langage (S; L, RES).

PrOPOSITION. La relation T  est définissable dans les structures
(N;S; 1L,RES) et (N;Pred; L, RES).

Preuve. Soient x un entier impair difféerent de 1 et p un diviseur
premier de x. Le Lemme 2.13 montre que l'exposant de p dans x est pair
si et seulement s’il existe un entier premier g ne divisant pas x et tel que
les conditions suivantes soient simultanément satisfaites:

(et e B« ()

pour tout  p’ € SUPP (x)\{p} .

Comme [Pégalité sur les premiers s’exprime dans les langages (Pred; 1)
et (S; L) (cf. 5.5) cette caractérisation sécrit dans (Pred; L, T, RES) et
dans (S; L, T, RES).

COROLLAIRE. Les structures <(N;S; L,RES), (N;Pred; L, RES) et
(N; +, x; =) définissent les mémes relations et fonctions.

7.4. L analyse de la preuve précédente et de celle du Lemme 2.3 suggere
qu'on peut remplacer RES par diverses restrictions. Nous utiliserons au § 8
la restriction suivante de la relation RES:
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RRES = RES n N x [8N+75]

= {(x,p)eN x P:p=5(mod8) et x est residu quadratique
modulo p}

L’intérét de restreindre RES a 8N + 5 tient a ce que ¢ — 1 est de la forme
42k + 1) lorsque g est lui-méme de la forme 8k + 5.
Le Corollaire 7.3 précédent s’adapte simplement:

THEOREME. Les structures <{N;S; L, RRES), (N; Pred; L, RRES) et
(N; +, x; =) définissent les mémes relations et fonctions.

Preuve. En changeant, dans la preuve du Lemme 2.13, ’équation
z=1(mod4) en z = 5(mod 8), on peut supposer que l'entier premier ¢
obtenu dans ce lemme satisfait I’équation g = 5 (mod 8).

Ceci permet alors de remplacer RES par RRES dans la traduction utilisée
dans la preuve de la Proposition 7.3.

§ 8. DEFINISSABILITE PAR SUCCESSEUR, COPRIMARITE
ET LA RELATION BINAIRE « y EST UNE PUISSANCE DE X »

8.1. Nous considérons maintenant la relation binaire
PUIS = {(x, y): il existe n > 1 tel que y = x"}.

Remarquons que la relation d’égalité se définit facilement dans le langage
réduit au seul prédicat PUIS par la formule PUIS (x, y) A PUIS(y, x).

Les fonctions S et Pred sont donc définissables I'une a partir de lautre
avec PUIS.

THEOREME. Les deux structures (N;S; L, PUISY et (N;+, x; =)
définissent les mémes relations et fonctions.

Remarque. Bien siir, le Théoréme 6.2 n’est pas directement applicable
car PUIS n’est pas — a priori — quasi-saturé pour un = .
Ce Théoreme est un corollaire immédiat du Théoréme 7.4 et de la

Proposition suivante, dont la preuve est 'objet des alinéas 8.2 a 8.5
ci-dessous.
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ProrosITION.  La relation RRES est définissable dans {(IN;S; L, PUIS).

8.2. Le Corollaire 2.4 (point ii) du Théoréme ZBV montre que I’égalité
y = x? équivaut a la condition

(*) x=y=0 ou x=y=1 ou bien y est une puissance de x et
y # x et SUPP (y—1) = SUPP (x*—1).

Comme SUPP (x*—1) = SUPP(x+1) u SUPP (x—1), on peut exprimer
dans le langage (S, Pred; L) la relation SUPP (y—1) = SUPP (x*—1).

Comme Pred est exprimable avec S et PUIS, on voit que (*) donne une
définition de la fonction x — x? dans le langage (S; L, PUIS).

8.3. Si p est premier et ne divise pas x, nous notons ORD (x, p) ordre de x
modulo p.

Rappelons que x* = xORP&™P i et seulement si p est diviseur pri-
mitif de x* — 1. La caractérisation donnée par le point 11) du Corol-
laire 2.4 de la notion de diviseur primitif donne alors une définition de la
- fonction (x, p) — xO"P* P2 gqur le domaine {(x,p): x > 2, p est premier et
ne divise pas x} dans le langage (Pred; =, L, PUIS) et donc aussi dans
(S; L, PUIS).

8.4. Soient A et B les relations suivantes:
A = {(x, p): p est premier et divise x, ou x < 1},
B = {(x,p): x = 2, p est premier et ne divise pas x, et p = 5 (mod 8§)}.
On observe que I'on a I’égalité
RRES = [AN[Nx(Pn8N+5)]] u [BARES].

La relation A est évidemment (S; 1)-définissable, 'ensemble P n 8N + 5,
inclus dans P, 'est aussi (Théoreme 4.8 ou 4.9). Ainsi, le premier terme de
cette union est (S; L)-définissable.

Le méme argument montre que la relation B est (S; L)-définissable.

8.5. Nous montrons que B n RES est (S; L, PUIS)-définissable.
Soit (x, p) dans B, le critéere d’Euler sur les résidus quadratiques montre que

(1)  (x,p)eRES sietseulementsi x®~ 1?2 = 1 (mod p)
si et seulement si  ORD (x, p) divise (p—1)/2.
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Puisque p = 5(mod 8), Tentier p — 1 est de la forme p — 1 = 4(2k+1).
Puisque ORD (x, p) divise toujours p — 1, I'équivalence (1) devient alors
(2) (x, p) € RES si et seulement si 4 ne divise pas ORD (x, p).

Le point ii) du Corollaire 2.4 du Théoréme ZBV montre que (2) peut aussi
s’écrire

(3) (x,p)e RES si et seulement si SUPP (x*—1) & SUPP [x°*P&P 17
Ceci prouve I'égalité

4) CnRES = {(x,p) e C: SUPP (x*—1) & SUPP [xORPP _17},

Les résultats de 8.2 et 8.3 permettent alors de traduire cette égalité en une

définition de la relation C » RES dans le langage (S; L, PUIS).
Ceci acheéve la preuve de la Proposition 8.1 et donc du Théoreme 8.1.

8.6. Probléeme ouvert. Peut-on remplacer dans le Théoréme 8.1 le prédicat
PUIS par la relation y = x*?

§ 9. DEFINISSABILITE PAR SUCCESSEUR, COPRIMARITE
ET RESTRICTIONS DE L’ADDITION, DE LA MULTIPLICATION OU DE LA DIVISION

9.1. Nous allons maintenant donner les prédicats les plus faibles que nous
connaissions qui, joints au successeur et a la coprimarité, permettent de
définir toute I'arithmétique.

Si X = N?, on note X-ADD et X-MULT les graphes des restrictions de
I'addition et de la multiplication a X :

X-ADD = {(x,y,2):(x,y)eX et z=x+y}.
X-MULT = {(x,y,2):(x,y)e X et 2z = xy}.

Dans toute la suite, la premiére projection de X sera toujours égale @ N
tout entier. La relation d’égalite se définit alors facilement dans le langage
reduit au seul prédicat X-ADD (resp. X-MULT): x = x’ si et seulement si

{(p y): (x, p, y) € X-ADD} = {(p, y): (¥, p, y) € X-ADD} .

Les fonctions S et Pred sont donc définissables I'une a partir de autre
avec X-ADD ou X-MULT.

THEOREME. Soit X = N? une relation définissable dans la structure
(N; 4+, x; =) etvérifiant la condition:

(*) pour tout x il existe une infinité d’entiers primaires v tels que (x, v) € X.
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Les trois structures (N;S; L, X-ADD), <(N;S§;L,X-MULT) et
{N; +, x; =) définissent alors les mémes relations et fonctions.

Preuve. Soit ¢ = {(x, v, p): (x, v) € X, v est primaire, p premier, p divise
x + v}. Le Corollaire 2.8 assure que I’égalité x = y équivaut a la condition

SUPP (x+1t) = SUPP (y+1t) pour une infinit¢ d’entiers ¢t .

L’hypothese faite sur X permet donc d’assurer que x = y équivaut a

{p:(x,v,p)ec}t = {p:(y,v,p)ec}.

Ceci donne une définition de la relation d’égalité dans la structure (N; L, o).

Comme o est incluse dans N x PP x P, le Théoréme 6.2 montre alors que

+ et x sont aussi définissables dans la structure <N; S, Pred; 1L, o).
Par ailleurs, I’égalité

o = {(x, v, p): il existe s tel que (x,v,s) e X-ADD et ge SUPP(s)}

montre que la relation o est définissable dans {(N; S; L, X-ADD). Comme
Pred est définissable a partir de S et X-ADD, ceci prouve que + et X
sont aussi définissables dans {N; S; L, X-ADD).

En ce qui concerne la structure {(N; S; L, X-MULT), on introduit la
relation

© = {(x, v, p): (x, v) € X, v est primaire, p premier, p divise xv + 1} .

On raisonne alors de fagon analogue en se servant du Corollaire 2 de 2.6
qui assure I’équivalence entre I’égalité x = y et la condition

SUPP (x) = SUPP (y) et, pour une infinité d’entiers ¢,
SUPP (tx+1) = SUPP(ty+1).

Remarque. Considérons le casou X = 1 = {(x, y): x et y sont premiers
entre eux}. On observe que I'ensemble {1} et la relation 1 se définissent
trés simplement dans la structure {(IN;|> (ou | est le prédicat de divisibilité)
par les formules

Ve (x|t) et Vz [[(z]x) A (z]ly)] = (z=1)].

Par ailleurs, la relation L-MULT se confond avec le graphe de la fonction
ppcm restreinte a cet ensemble L et se définit donc aussi dans la structure
(N;|>. On voit ainsi que le Théoréme précédent contient le résultat de
J. Robinson (cf. 4.5) selon lequel addition et multiplication sont (S; |)-
définissables.

i’i
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9.2. On obtient ci-dessous un renforcement important du Théoréme 9.1.

THEOREME. Il existe une fonction f, définissable dans la structure
(N;S; LY (resp. (N;Pred;Ll)>), de domaine N et a valeurs dans
Pensemble des entiers premiers, et pour laquelle la propriété suivante est vraie.

Si X = N? est déﬁnissable-dans la structure {N; +, x; =) et telle que
(**) pour tout x il existe un entier primaire v tel que v > f(x) et (x,v) € X

alors les trois structures <N;S; L, X-ADD)>, {(N;S; L, X-MULT) et
(N; 4+, x; =) définissent les mémes relations et fonctions.

Preuve. 1°) L’argument développé ci-dessous reprend la preuve du
Corollaire 1 du Théoréme de Stgrmer (cf. 2.6) en montrant que les notions
introduites sont définissables dans les langages (S; L) et (Pred; L).

Notons E et E' les ensembles

~/

E = {(x,9)eN x P:ilexiste y,vtels que u = yx et v
et uz#v et geSUPP(u—v))},
E = {(x,») e N*:SUPP [y(y+1)] < {q:(x,9) € E}} .

(0, 13X

D’aprés le Théoréme de Stgrmer (cf. 2.6), I'ensemble {y:(x, y)e E'} est fini
pour tout entier x. Soit N(x) le plus grand élément de {y:(x,y)e E'}.
On définit la fonction f comme suit:

f(x) = le plus petit entier premier supérieur & N(x) .

Les relations E, E' sont clairement saturées pour I’équivalence =,1- La
définition de la fonction f & partir de E’, et le fait qu'elle soit a valeurs
dans les premiers, montre que son graphe est aussi saturé pour = .

Le Théoreme 4.10 assure alors que f est définissable dans (N;S; L).

2°) La preuve du Corollaire 1 de 2.6 (appliquée avec I'ensemble fini
{u:u = 1,x} comme ensemble A) montre que les trois conditions suivantes
sont équivalentes:

) x =y,
i) x = 1y et SUPP(x+m) = SUPP (y+m) et SUPP (x+m+1)
= SUPP (y+m+1)} pour un m > f(x),

) x = 4y et SUPP (mx+1) = SUPP (my+1) pour un m > f(x).

Posons, de fagon semblable a ce qui a été fait plus haut,

o = {(x,v,p):(x,v) € X, v est primaire, p premier, p divise x + v},
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o' = {(x, v p): (x,v) € X, v est primaire, p premier, p divise x + v + 1},

n = {(x, v, p): (x, v) € X, v est primaire, p premier, p divise xv + 1} .

L’hypothese faite sur X permet de traduire les conditions ii) et iii) en
des définitions de la relation d’égalité dans les structures {N; L, o, o’)
et {N; L,n). Commme o, ¢ et m sont incluses dans N x PP x P,
le Théoréme 6.2 montre que + et x sont aussi définissables dans
(N; S, Pred; L,o,0)et{N; S, Pred; L, n). On achéve la preuve, commme
précédemment, en observant o et o’ sont définissables a partir de S et
X-ADD, et que = lest & partir de S et X-MULT.

3°) Pour obtenir une fonction f ayant la méme propriété et définissable
avec Pred et 1, on remplace =, ;, par =,_, (, dans la définition de E,
et le produit y(y+1) par y(y —1) dans la définition de E'.

On raisonne enfin a l'aide de la condition iii)bis suivante du Corollaire 1
de 2.6:

mbis x =,_; oy et SUPP(mx—1) = SUPP (my—1) pour un m > f(x).

9.3. Nous considérons maintenant des prédicats qui sont des affaiblissements
de la division euclidienne.

Avant de prouver le Théoréme 9.4 ci-dessous, dont le Théoréeme de Woods
cité en 4.6 est corollaire, nous mentionnons d’abord un fait simple.

PROPOSITION.  Pour tout entier premier m, la fonction z > Reste(z, m),
de domaine N est définissable dans les structures

(N;S;L> e (N;Pred; L).

Preuve. La relation y = Reste(x, ) est équivalente a chacune des
conditions:

[y=0 et w|x] ou [y=1 et w|S" !(x)] ou .. ou [y=n—1 et wS(x)],
et
[y=0 et m|x] ou [y=1 et x>1 et w|Pred(x)] ou ..
ou [y=n—1 et x=n—1 et w|/Pred” !(x)].

Comme 7 | z s’écrit —1(nlz) et que les singletons sont définissables dans les
langages (S, 1) et (Pred, L) (cf. 5.4 et 5.6), ces conditions se traduisent
dans ces langages.

9.4. Rappelons que Quot et Reste désignent les fonnctions quotient et
reste de la division euclidienne.
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Soit o > 2; on note Quot, et Reste, les graphes des fonctions partielles
(x, p) — Reste (Quot (x, p), ) et  (x, p) — Reste (Reste (x, p), o)
de domaine [N\{0}] x [P\{a}].

Remarque. 1°) Ces fonctions sont une vue modulo un entier fixé de la
restriction de la division au cas des diviseurs premiers; elles sont évidemment
définissables a partir des fonctions Quot et Reste.

2°) En contraste avec le théoréme ci-dessous, les graphes des fonctions
(x, y) — Reste (x + y, o) et (x, y) — Reste (xy, &), de domaine N\{0}] x N, sont
définissables dans les langages (S, L) et (Pred, ).

Ceci résulte de la Proposition 9.3, du calcul évident du reste de la somme
et d’'un produit, et de ce que les graphes de + et Xx restreintes a
{0, .., oo — 1}* sont définissables dans (S, L) et (Pred, L1).

THEOREME. Soit o > 3. Les structures

{N;S; L,Quot,>, <N;Pred; L, Quot,>, (N; Pred; 1, Reste,)
et {N;+,x;=)

définissent les mémes relations et fonctions.

Preuve. Les conditions ii), et iii), de la Proposition 2.14 montrent que
I'égalité x = y équivaut a chacune des conditions

(*) x et y ont méme parité et Reste(x, p) = Reste(y, p) pour tout
premier p # o,

(**) x et y ont méme parit¢ et Quotyx, p) = Quotyy, p) pour tout
premier p # o.

Comme P'egalité restreinte a I'ensemble fini fixé {0, ... « — 1} (dans lequel les
fonctions Quot, et Reste, prennent leurs valeurs) est définissable dans chacun
des langages (S, 1) et (Pred, L) (cf. Remarque 5.5), on voit que la condition (*)
(resp. (**)) se traduit dans les langages (S; L, Quot,) et (S; L, Reste,)
(resp. (Pred; L, Quot,) et (Pred; L, Reste,)).

Comme Quot, et Reste, sont inclus dans N x P x {0,.., & — 1}, on conclut
grace au Théoréme 6.2.

COROLLAIRE (Woods). Les structures {(N; <, L) et (N +, x; =)
définissent les mémes relations et fonctions.
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Preuve. Si p est premier et x # 0, le nombre pQuot(x, p) est le plus
grand entier divisible par p et inférieur ou égal a x. Ainsi, la fonction
(x, p) — pQuot(x, p), de domaine [N\{0}] x P est définissable dans la
structure {N; S, <, L). Par ailleurs, pour p # 3, Quot,(x, p) vaut

Reste (pQuot (x, p), 3) si 3 divise p — 1,
Reste [2 x Reste (pQuot (x, p), 3),3] si 3 divise p — 2.

La Proposition 9.3 montre alors que la fonction Quot, est définissable avec
<,Set L.

Comme < définit trivialement S et 1’égalité, le langage (S, Pred, <, 1)
se ramene au langage (<, 1).

Problemes. 1°) Le Théoréme 9.4 est-il vrai pour o« = 27?

2°) La restriction de 'ordre < a N x P suffit-elle, avec S et 1, a définir
+ et x 7 Une réponse positive est conséquence (par réduction immeédiate
au Corollaire ci-dessus) de la conjecture suivante d’Erdos: si x < y et
X =0, 1,y alors il existe un premier entre x et y.

§ 10. CoONCLUSION

10.1. Quelques perspectives

Une stratégie possible pour résoudre la conjecture d’Erdos-Woods pourrait
étre de définir la fonction exponentielle dans le langage avec S, L et la
fonction carré, puis de définir la fonction carré avec S et L.

Une autre voie pourrait consister a déterminer, pour chaque entier x
le support d’un entier x + v ¢€loigné de x.

On voit bien que la difficulté réside dans les liens cachés entre ’addition
et le produit (ici la coprimarité). Cest ce quavaient remarqué cer-
tains théoriciens des modeles (par exemple, A. Ehrenfeucht et D. Jensen
(cf. [EA & JD]) a propos de la reconstruction des modéles de I'arithmétique
par amalgamation de structures additives et multiplicatives. Ce n’est d’ailleurs
pas sans raison que ces derniers auteurs sont demandeurs de langages formés
 de deux ou trois prédicats (a I'exclusion de I'addition et la multiplication,
 bien évidemment) qui permettent de redeéfinir Parithmétique du premier ordre.
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10.2. Quelques remarques sur le caractére désespéré de certaines conjectures
de théorie des nombres.

On sait depuis les travaux de K. Godel (1931) que la vérité arithmétique
est au-dela du pouvoir démonstratif de toute théorie axiomatique:

L’ensemble des théorémes de toute théorie non contradictoire qui contient
Parithmétique — et dont les axiomes sont « effectivement donnés» — ne
recouvre pas lensemble des énoncés vrais de la structure (N; =, 4+, X ).

A Theure actuelle (plus précisément depuis les travaux de P. Cohen en
1963) ce résultat de Godel n’a trouvé sa pleine concrétisation qu’en théorie
des ensembles. Dans ce sujet, il y a maintenant pléthore de résultats logiques
(aussi optimaux que déconcertants) des types (*) et (**) décrits ci-dessous:

Rappelons que si T est une théorie logique dans laquelle on peut inter-
préter arithmétique (par exemple toutes les formalisations classiques de la
théorie des ensembles: Zermelo, Zermelo et Fraenkel, Godel et Bernays, ...),
il est possible de trouver un énoncé, que nous désignons par NC(T),
exprimant le caractére non contradictoire de la théorie T.

Certains des résultats d’indépendance trouvés en théorie des ensembles
sont du type suivant:

(*) Sila théorie des ensembles T n’est pas contradictoire, alors
— T ne prouve ni I'énoncé 4 ni 'énoncé —1 4 (négation de A);
— de plus, la théorie T + NC(T) prouve NC(T + A) et NC(T + —14).
Des exemples de tels énoncés A sont
— Tlhypothese du continu,

— lassertion de la mesurabilité Lebesgue de tout ensemble de réels qui
est PCA, c'est-a-dire projection du complémentaire de la projection d’un
borélien, etc.

Drautres resultats d’indépendance sont du type plus subtil suivant :
(**) — La théorie T + NC(T) prouve NC(T + 1 A),

— si la theorie T + NC(T) n’est pas contradictoire alors elle ne prouve
pas NC(T + A),

— ou bien T prouve 714, et, a fortiori, T prouve alors INC(T + A)),
ou bien T ne prouve ni A ni —1A4.

Des exemples de tels énoncés A sont

— le probléme d’Ulam sur T'existence d’un ensemble infini admettant un
ultrafiltre non principal stable par intersections dénombrables,
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— Dlassertion de la mesurabilité Lebesgue de tout ensemble de réels qui est
PCPCA, c’est-a-dire projection du complémentaire de la projection du complé-
mentaire de la projection (sic) d’'un borélien, etc.

10.3. Le pessimisme de spécialistes de théorie des nombres devant certaines
conjectures qu’ils jugent désespérées (comme I’est la conjecture d’Erdos-Woods
pour certains mathématiciens) pourrait étre 'expression de leur intuition de
résultats du type (*) ou (*¥).

Un argument logique montre que tout énoncé arithmétique de type
universel, tel que le probléme de Fermat VaVxVyVz[n<2 v x"+y"#z"], qui
n’est pas réfutable dans une théorie axiomatique T comme I'arithmétique du
premier ordre de Peano est, en fait, vrai dans la structure N. En effet,
A est alors vrai dans un modéle (standard ou non) de T et, comme N est
isomorphe a un segment initial de ce modele, ’énoncé A est également
vrai dans N.

Il serait bien surprenant que la vérit¢ d’un énoncé arithmétique soit
établie par de telles méthodes, aussi est-ce plutdt a des résultats du type (**)
(ou pire...) auxquels il faut s’attendre.
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