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L'Enseignement Mathématique, t. 35 (1989), p. 61-76

RÉPARTITION DES VALEURS DE LA FONCTION D'EULER

On désigne par cp la fonction arithmétique d'Euler, par y la constante

d'Euler et par a la constante

Les symboles p et q dénotent toujours des nombres premiers distincts,
et Ç(s) la fonction zêta de Riemann. Considérons

Plusieurs auteurs ont étudié cette quantité en utilisant des méthodes élémentaires

ou des méthodes non élémentaires. Traditionnellement on appelle
méthodes non élémentaires celles dont les arguments utilisent l'analyse
complexe ou l'analyse de Fourier. Nous suivons ici cet usage.

P. Erdös et P. Turân [4] furent les premiers à montrer que

leur démonstration, non élémentaire, est basée sur l'existence d'une fonction
de distribution pour n/cp(n) prouvée par I. J. Schoenberg [10], mais ne donne

pas la valeur explicite de a. R. E. Dressler [3] a donné une démonstration,
élémentaire, en approchant cp(n) par les fonctions

où pk est le /cième nombre premier. P. T. Bateman [1], utilisant des méthodes
d'analyse complexe, a fourni diverses estimations de F{x), dont la plus
précise est

par A. Smati

1. Introduction et présentation des résultats

F{x) # {n\cp(n)<x} E 1
•

<p(n) ^ x

F(x) ax + o(x) (x-^ + oo);

(\ \ 1/2

F(x) ax +0(x exp {- (1 -s) - log x log log x j })
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pour tout s positif, fixé. Enfin J.-L. Nicolas [9] a démontré que

x
F(x) ax + 0

log x

La méthode utilisée est élémentaire et est due essentiellement à Tchebychef.
Elle consiste à étudier les sommes

£ log (p{ri)etX -TT
<p(n)4x (p(n)^x (P\M)

et à les comparer. Dans cet article, on généralise la méthode décrite par
J.-L. Nicolas et on démontre le résultat suivant :

Théorème. On a

F(x) Y * ax F 0
cp(w) 4 X log X

Notons

L(x) £ log2<p(w).
cp(n) 4 x

Le passage à l'intégrale de Stieltjes

I i
<p(n) 4 x

f* d{L(t))

2- log t

montre que le théorème découle de la

+ 0(1)

Proposition. On a

Soit

L(x) Y log2cp(n) ax log2x — 2ax log x + 0(x).
<p(n)4x

s(x) - Y.
108

Mn)

La démonstration de la proposition est organisée en trois étapes. Dans la

première on étudie S(x), et dans la deuxième L(x); dans la troisième on
exprime L(x) en fonction de S(x) à l'aide d'une convolution.

On conjecture que cette méthode se généralise pour donner le résultat

plus précis
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Y 1 ax + 0 - - xk J pour tout k > 0
<pàkx \(log *) /

De façon précise, on conjecture que les mêmes principes appliqués à l'étude

des quantités

S{xk_n_ z 108-WK-))
e, ^t). z l0^

tp(n)^x CPW <p(n)<x

conduisent au résultat

L(x, fc) £ log*(p(/i) ax Y(-1)''77-^77 (log x)t_i +
(p(n) ^ x i 0 (kl).

Je remercie J.-L. Nicolas de m'avoir fourni le thème de l'étude, G. Robin
de m'avoir aidé et M. Balazard pour de multiples remarques, notamment la
forme améliorée du lemme F 1). J'exprime mes vifs remerciements au referee

pour ses nombreuses et intéressantes suggestions.

2. Lemmes préliminaires

On aura besoin des lemmes suivants, obtenus par voie élémentaire.

Lemme A ([8], [11]). On a

v 1
1

p2(n) log n /logxX —t a log x + ay - £ + 0 —
n^xCpW n=l rccp(n) \ X

Lemme B. On a

^ 1 (p—l)2
Z "TA a~< T\ + 0(1).

n^xty(lî) p(p—l) + 1

pjfn

Démonstration. Il est prouvé dans [5] (Lemme 3.2 page 110) le résultat
plus général

Z El f1 + ^ log X + 0,(1).
n^x cp(n) qJrl\ Q(ÇL~l)J l

(n, l)- 1

En posant / p dans la preuve de ce résultat, 0,(1) s'explicite alors de la
façon suivante
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0,(1). ^ + ^0(1) -0(1),
P V

où la constante impliquée par le symbole 0 est absolue. Le lemme B en
résulte alors en observant que

u(l 1 \ <P(P) (P-1)2
hp\ q{q-i)/ p i) + 1

Lemme C [2]. On a

0*(x) : Y log {p — 1) x + 0 -—77—), pour tout H > 0
p^x \logHx)

Remarque. Le lemme C est l'une des formes équivalentes du théorème
des nombres premiers avec reste. Notre résultat dépend directement des

estimations élémentaires d'un tel reste, dont la première fut obtenue par
E. Bombieri en 1962.

3. Démonstration de la proposition

lre étape.

Etude de la somme S(x) £
lo§ (*/?("))

n$x (p

Lemme 1.1. On a

» |i2(n) log n_y logp„b,imp(n)
ü

1) + 1'

Démonstration. Soit, pour >0, la série

BY t - V ^2(tl)
S „?i ns<p(n)

'

Le théorème du produit eulérien donne
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On a

-n(i + pSby) «

et

p2(n) log nm - - z
ncp(n)

Le lemme s'obtient alors en prenant la dérivée logarithmique de F(s) en

5=1, c'est-à-dire

F(l)=-F(l)£- l0gP

Lemme 1.2. On a

'P(P-D+ 1

'

log w 1

L —7~r 7« log2* + 0(1).
n$x 9 (n)2w

Démonstration. Soit l'identité

g2(d)

<P 9

où ji est la fonction de Möbius. On écrit

y>
log ^

y^
log Yl

y-,
P (<i)

y-^,
p (<i) „ log (jTld)

n^x ty(n) n^x n d\n ty(d) d^x dty(d) m^x/d m

et le lemme s'en déduit en remarquant que

d idq>(d) \ p(p— 1)

Le résultat principal est le suivant :
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Lemme D. On a

S(x) - alog2 x + a\y - Z
log 1 - - 1

PJ _£_

log p

'p(p(p-1) + 1)

-I (p-1) log 1)

p{p(p-1)+1)

Démonstration. En utilisant la convolution

log x + 0(1).

avec

on a

logf^-) IPW) IP("
y(p(n)y rf|/j \d

p(n)

— log 1 pour n p
V p/

0 pour n / p,

rw ; Z
108 fe)

<P(") I -hZp(^

log 1 - -
- y y —y—p

d^x p^x/d ^p(p^)

En distinguant les cas où p | d et p J( d et en faisant intervenir la quantité

on obtient

z — z
d^x ^p(^) p^xjd

(.P, d) 1

logU-i

'»8(1--
dÇx

(p
pJi/d

p

1

iog U--
Z Th Z —?—TT- : + Vix) •

d£x(p(d) pix/d p(p-1)
(p,<() i
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En appliquant le lemme A on a

log(i - ^
U(x) - a£ p

~log x +

Quant à V(xj, on a, par le lemme B,

log (l - x

m ~ 1 } / Ipixpip—i) düx/p 9(d)
(p,<i)=1

/ logp ^ logp (p_- l)|0g(p 1)\
iog v

V p(p-l)+l p(p(p-l)+l) p(p(p-l)+l)
+ 0(1)

Le lemme D s'en déduit, en observant que

log
1 „ logn „ \Mn)J„ 1 —, tut n

s(x) \ogx i — - z —-+ y
'JL)

n^xCp(n) »£(p(n) „ix cp

et en appliquant les lemmes A, 1.1 ; 1.2.

2e étape.

Etude de la somme L(x) £ 1°§2 <P(W)

cp(n) < x

Le résultat principal est le suivant :

Lemme E. On a

log 1 - -
2

logy _ J, + _ £
V

p,j E
,(j)«x <p(«i) \ P / V(d)ix(p{d)

+2 V ^og ^E.
_ V

^
I y ^og P y

1

X L p(p-l) <p(<i) zKp-1)29«o«*<P($

+ Ol x I 1

9(d) log2
2x

V<P(d),

La démonstration de ce lemme nécessite les résultats auxiliaires suivants.
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Lemme 2.1. On a

log2 cp (n)E A E A
d\n d\n J

où la fonction A est définie comme suit :

A (p) log2(p-l)
A (pq) 2 log (p — 1) log (g — 1)

A(p"q) 2 log plog (q-1); a > 2

A(pa) (2a-3)log2p + 2 log p log (p —1); a ^ 2

A(pV) 2 log p log q,a ^ 2 ß ^ 2

A(n) 0 si le nombre de facteurs premiers distincts de n excède 2.

Démonstration. On peut écrire

log cp(n) £ log (p-1) + E l°g +

Par conséquent

p\n /.«•„
a»2

log2 cp(n) X2 + 2XY + Y2 avec

X2 Y*l°g2(p—!) + E 2 log (p — 1) log (g — 1),
p\n m pq\n

Y2 E E lo§2 p + E 2 log p log
P\n <«,»

o>.ß»2 ot,ß22
p*\n, pß\n

et

2XYE 2 log (p — 1) log p + E 2 log (p— 1) log g
pa\n m pqa\n
a^2 a^2

La somme de £ £ log2 p se réécrit, avec 8 max {a, ß},
p\n (a, P)

a, ß^2

E !°g2p/ E A E log2 P (25-3),
p*\n I „A'JA P51"
5S2 \6 mßaxKß) y/ 8?2

car les valeurs possibles de (a, ß) avec 5 max {a, ß} sont

(2, 8), (3, 8),(8, 8), (8, 2), (8, 3),(8, 8 — 1) et sont donc au nombre de 28

Finalement
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log2 cp(n) Z log2 (p — 1) + X 2 log (p —1) log (5-1)
p\n m pq\n

+ Y 21ogplog(g —1) + Yj {(2a—3) log2 p + 2 log p log (p—1)}
m p»g|n Pa|"

ct^ 2 a ^ 2

+ Z 2 log log ^,
m paq$\n

a, ß^2

comme annoncé.

Lemme 2.2. On a, uniformément pour d ^ 1, x ^ 1,

_ * / x \ x ^ / x/(p(d)
log {p~1) rtd)los ^ +

^log2 pzj
Démonstration. On a, en distinguant les cas où p | d et p d,

Y iog2 (p î) Y iog2(p-i)+ Y iog2 ip î) •

«pi ' " "
Or

(p(pd)^x p^x/q>(d) x/y(d) <p^x/q>(d) + 1

(p, d)= 1

Z log2 (p-1)
P ^ x/q>{d)

(*x/q (d)

log (î— 1) rf(0*(t)), avec 0*(î) Z log (P-1).
2-

L'intégration par parties et l'usage du lemme C donnent alors

JL]nJjL\_JL + o/ ^Z log2 (>-1) —log — —- + J—pSxMd) <p (d)\(p(d)Jcp(fil)

°ë
\<p(d)

le lemme suit, en remarquant que

Z log2(p-l) < log2 (-^rV
x/cp(d) < p ^ x/q>(d) + 1 ycp(aj/

(P,d) l

Lemme 2.3. On a, uniformément pour d ^ 1, x ^ 1,

log (l - -
z 2 log (p — 1) log (g — 1) —y—log + 2\Y X — — 2y

V(pqd)^x Cp(fl) Cp(d) p
P<q

2 y lQg IA '*
î

2x y lQg(P-l) C)( x/<p(d)

P(P-i) ycp(j) (p(i)(p,^=1 p(p-i)
\og \^d).
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Démonstration. Soit y x/<p(d). Dans les quelques lignes qui suivent on
écrira, pour simplifier, Z au lieu de Z 2 log (p — 1) log (q — 1), et l'on conviendra
sans l'écrire que p < q.

Soit la somme £ En distinguant les cas pq \ d et pq à et en
cp(pqd) < x

observant que si d'| d alors cp(dd') d'cp(d), on obtient

z i - i + i •

y(pqd)^x pq^y pq^y <p(pqd)^x
pqjfd pqXd

En distinguant les cas p\d et q J( d ; p d et q\d; p d et q Jf d

on obtient

i z + ipq^y pq^y pq^y
pqjfd (p, d)= 1 (q, d) 1, p\d

et

I I + E - E + Z
9(pqd)^x (p-l)q^y p{q~l)^y (p-l)q^y (p-l)(q-l)^y

pqXä (p,d) 1 p\d,(q,d)=l (p,d) l,(q,d) l (p, d) 1, (q, d) 1

En rassemblant ces sommes, on obtient

z z +( z - z + z - z
9(pqd)^x pq^y \(p~l)q^y pq^y J \p(q~l)^y pq^y

(p,d) 1 (p,d) l p\d,(q,d) l p\d,(q,d)=l

(p-1)(-i)<y (p-i)q^y
(p,d) l,(q,d) l (p, d) l,(q,d) l

X ~~ X — : Ä! + A2 + A3 + A,4

La somme A1 s'écrit

2 EjogO'-1) Z - Z_log(P_1) Z_lo§(«-!)
p=Wy <Z_ p^Vy g^Vyq P

- Z_21°g2 (p-1) •

p^ Vy

Les deux premières sommes s'écrivent

2 I e.^Wfr-D-feVïY-:* I,,22 W V / ,«7 f

- y + O
Vlog2 (2y).

par application du lemme C. Mais, on a
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log 1

log (p-1) y logp
+ y V

Phy P P^y P P

L'estimation classique (cf. [7] § 55)

^ log p 1, v !°gP i nY + 0

et les estimations

^-~T 2 r r " ^Pte-W V0g2(2?)

pfe P p Wy

et

Z log2 (p-1)
P,V7 l082 Py)

donnent alors

^,ylogJ,+|2Z!ûL_£i_2ï_,-2s|îi

+ o1 y
^log2 (2y),

Passons à A2, qui se réécrit

a2~2 Z log (p-i)0*P^V Z log (p- î)) e*(p)
1 <?../« VP t/ 1

p — 1 < y/y VP / p — 1 ^ Vy
(p, d) 1 (p, d) 1

2 Z_ log(p —l)©* (-) - E_ log (p— 1)0*Cp) -

p^-Jy \P/ p < Vy
(p, d) 1 (p, d) 1

On a

Z
_

log (p- l)0*(p) - Z_ log (p - l)0*(p) « Vp log y/y
p— 1 <Vy p^Vy
(p, d) 1 (p, d) 1

Quant aux autres termes, on les estime à l'aide du lemme C; on obtient
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a2 2y Z —rr + 0
(p,<o=i pO—i) v1°g2(2>')

Finalement, un calcul semblable donne

y2 X log(p —1) I log(«-l) 0.
> tX, \log (2y)p^Vy

et

A, 0
log2 (2y)J '

ce qui termine la démonstration du lemme.

Lemme 2.4. On a, uniformément pour d ^ 1, x ^ 1,

(p(paqd) ^ x
a^2

+ 0

X „ logp ^ X ^ logp

x/cp(rf)

£ 2 log P log (g-1) 2—— £- 77 + 2-7^7 Z / «2<P(<*) KP -1) <PW (P, d) 1 P(P -1)

Démonstration. Comme précédemment, on omet l'écriture de 2 log p
log (q — 1) dans les quelques lignes qui suivent, où l'on conviendra, également

sans l'écrire, que p # g et que a ^ 2.

En distinguant comme précédemment les cas où p | ù et p Jf d puis

x
q | d et q Jf d, on obtient, en posant y ——

cp(rf)

Z Z + I - z + z - I
(p(paqd)^x pv-q^y \pa l{p-l)q^y paq^y / \pa(g-l)^>' paq^

CM) 1 (P,d)=l p|d,(<?,d) l p|<U<M

+ Z - Z : Bi +
\p«-l(p- l)(q~ 1

(p,d) 1, (q,d)

On a, avec le lemme C,

p«-l(p- l)(q- l)^y Pa~1(p~ l)q^y
(p,d) l,(q,d) l (p,d) l,(q,d) l

B1 2 £ logp Z iog^"1)
««pr
qfp
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2 £ log p
p«^y f + °[ 7/2^P

>alog2(^
|+ 0 (log (p— 1))

2yI-^i4+o
p(p-l) Vlog2(2y)

Ensuite,

B2 2 7 logp 7 log (g — 1) — 2 logp 7 log(q-l)
poe^Vypa~ ^(p— 1) ^ Vy

(P,d)=l pa x(p-l)
qfp

(P,d)= 1
q + p

pa^Vy
(p,d) l,p|d

2 X logBl E log(î-l)- E log(^r — 1) + 0(log(p-l))/—IV V

'«Sa_1(p-1) ?sa

+ 2 7 _loSP Z !og(«-l)
p«-l(p- l)^Vy

pa> Vy
(P, d)=l

^p« x(p-1)
afp

o v1 log P * \2y 2, — — + 0
(p. <0=1 p(p-i)2 Vlog2 (2y)/ '

avec trois applications du lemme C pour la dernière égalité. Finalement,

83=2 £_logpj X log (g — 1) — E log(<? 1)

pa =£5 Vy g^y/pa + 1

<î^p, (g, d)= 1
g < y/pa

qfp, (q,d) 1

0 07 log y) O
Jog2 (2y)

et de la même façon,

Ba 0
\l°g2 (2y)/ '

ce qui termine la démonstration du lemme.

Lemme 2.5. On a, uniformément pour à ^ 1, x ^ 1,

E {(2a- 3) log2 p +2log plog (p-1)}o(vTW) log2
«i)>sx<p(pt

a^2
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Démonstration. En observant que, d'une part cp(p*d) ^ ^ paq>(d) et d'autre

/ 2x \ 1

part a ^ log —— / log 2 si - pa(p(d) ^ x, on obtient
\<PW/ 2

£ I (2a-3)log2p + 21ogplog(p-l)
(p(pad) ^ x V

a^2

< Z, u2a—3)log2p + 2 log p log (p—1)

""Stl
a=s 2

<<1o8(ä)
p ^<p(<0

a^2

Lemme 2.6. On a, uniformément pour à ^ 1, x ^ 1

Z 2 log plog q 0x/cp log (^r)
cp(patjrßd) ^ x
a^2, ß^2

Démonstration. De cp(p'q^d)^ (p- l)°(q - l)ßcp(<i), on déduit que

Z 2 log p log q« Z loS P lo8 3 «

logp

<p(p<*qßd)^x (p- l)ß<x/tp(d)
a^2,ß^2 a^2,ß^2

Z log pZ log « « \A/<p(d) Z^ lu8t ^ ^ tn-lW2

Démonstration du lemme E. D'après le lemme 2.1, on peut écrire

Or

LW Z Z A i Z Z AOT
(p(n)^x dln \^/ <p(d)^x d'

cp(dd')^x

Z A (d')Z log2(p-l)+ Z 2 log (p — 1) log (g — 1)
d' (p(pd)^x (p(pgd)^x

(p(dd')^x
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+ X 2 loê PloS+ I {(2a —3) log2 p 2 log log (p-1)}
cp(p«qd)^x q>(p<*d)^x

a^2 «^2

+ £ 2 log p log q
cp (paqßd) ^x
a^2, ß^2

L'application des lemmes 2.2 à 2.6 termine la démonstration.

3e étape.

Lemme F. On a

1) X loe(',/?"')> - 0(1)
n>x Cp(")

cp(n) ^ x

2) E
cp(n) ^ x

9(") log "TT
2x

,<P(").

0(1) •

3) E "TT fl log x + 0(1).
cp(n)^x ^P(^)

Démonstration.

1) Pour y ^ 1, log y ^ y, donc

I TZT « * J^jî 0<1) wro.
cp(n) ^ x

n>x Cp

cp(/j) X

2) Le passage à l'intégrale de Stieltjes et l'intégration par parties
donnent :

E
cp(d) < x

1

epilog2 —
2x \

d(F(t) F(x)

i- .,„.2 l2x\ l°g 2

cp(d)J
t log2

2x
M lo§ 7" _ 2 F(£)

t2 log3 —
2x

-dt 0(1)
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car F(x) 0(x).

3) (cf. [9]).

La proposition suit alors de la remarque

(p(n)^x ty(n)^ log (x/(p(n))
— s(x) + Y,

log (x/<p(w))

cp(n)n> x
(p(n)^x

et des lemmes E, D, F, B et H.
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