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336 P. VOGEL
§ 1. UNE DESCRIPTION DU POLYNOME DE JONES-CONWAY

Soit B, le groupe des tresses a n brins. Ce groupe est engendré par les
éléments c,, G,, .., 0,_, et o; est la tresse élémentaire qui croise le i-iéme
et le i + 1-iéme brin de la fagon suivante:

De plus, deux de ces tresses o et ¢’ commutent si elles ne sont pas
d’indices consécutifs, et vérifient la formule suivante dans le cas contraire:

cc'c = ¢'oo’

On a ainsi un systeme complet de générateurs et relations du groupe B,.

Les groupes B, et B; sont triviaux et le groupe B, est commutatif
libre de rang 1. Les groupes B, sont non commutatifs pour n > 2.

Soient p et g deux entiers positifs ou nuls. Soient ¢ et t deux tresses a p
et g brins. On peut alors juxtaposer ces deux tresses et obtenir une nouvelle
tresse & p + ¢ brins que 'on notera ¢ x 1. Ceci définit ainsi un morphisme
de groupes de B, x B, dans B,,,. Il est facile de vérifier que ce produit
est associatif et unitaire, d’'unité 1, € B,, en notant pour tout i > 0, 1, Punité
de B;.

D’autre part, si T est une tresse de B,, on peut fermer T en connectant
les extrémités supérieures de la tresse a ses extrémités inférieures, et cela sans
rajouter de croisements. On obtient de ce fait un entrelacs orienté .

Exemple :

\) Vv a

3 .

J

Ceci nous donne une application ~ de I'union disjointe B des groupes B,,
n > 0, dans I'ensemble E des classes d’isotopie d’entrelacs orientés. Le
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théoréeme d’Alexander [1], [15] montre que cette application est surjective.
' Le théoréme de Markov [15] dit, plus précisément, que E s’identifie, via
~ P'application ~, au quotient de B par la relation d’équivalence = engendrée
par:

Vo,1€B,, O©T=10C
VoeB,, o =(cxl)o,=(@xl)o,"’.
Définition 1-1. On appellera bi-algébre graduée, une suite d’algebres

A,,n > 0, sur un anneau commutatif k, munies d’applications p,, de 4, ® 4,
dans A, ,, qui vérifient les proprietés suivantes:

|
I
i

— Les applications p,, sont des morphismes de k-algebres.

— Elles sont associatives:
VxeA,, Vyed,, V2 Ay, Wt pg(Hup(X®Y)®2) = Lyt o(x®pg (y®2)) -
— FElles ont un ¢lément neutre:
Vxed,, X = Pou(lo®X) = Pyo(x®1,) .

Une telle bi-algebre sera simplement notée A4, , et le produit p sera noté x.

Définition 1-2. Soit A, une bi-algebre graduee. On appellera représen-
tation des groupes de tresses dans A, , une suite p,,n > 0, telle que:

— pour tout n > 0, p, est une représentation du groupe B, dans le groupe
des unités de A4,,,

— ces représentations p sont compatibles avec les produits x.

Exemples. On a une représentation universelle en posant:
Vn >0, 4, = k[B,]

et en étendant le produit x a tout 4, .

On peut également considérer les algebres: A, = k[S,], et prendre les
representations canoniques de B, dans S, .

Soit k 'anneau Z[o, B, B~ *]. Soit H, la k-algébre quotient de k[B,] par
Iidéal bilatere engendré par les éléments:

6 —oac; +B0<i<n

PROPOSITION 1-3.  Les algébres H, forment une bi-algébre graduée et les
applications canoniques de B, dans H, forment une représentation des
groupes de tresses.
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que les applications x de
k[B,] ® k[B,] dans k[B,.,] passent au quotient et définissent des appli-

cations de H, ® H, dans H,,,.

Remarque. Les algebres H, sont en fait des algebres de Hecke formelles.
Si dans la définition de H,, on remplace k par un corps K, avec o = g — 1
et B = — g, ou g est un parametre de K, on obtient exactement lalgebre
de Hecke classique.

ProPoSITION 1-4.  Soit A, une bi-algébre graduée sur un anneau commu-
tatif k. Alors les k-modules Hy(A,) forment une k-algebre unitaire graduée.

Démonstration. Si A est une k-algébre, le groupe d’homologie de
Hochschild Hy(A) est un k-module quotient de 4 par le sous-k-module
engendré par les ¢léments de la forme ab — ba, a et b parcourant 4. On
désignera par t l'application quotient de A dans Hy(A4). On peut voir ¢
comme la trace universelle sur A. Il n’est pas difficile de vérifier que H,
est un foncteur de la catégorie des k-algeébres dans la catégorie des k-modules.
De plus, si A et B sont deux k-algébres, Hy(AQRB) est canoniquement
isomorphe a Hy(A4) & Hy(B).

Il en résulte que le produit x de 4, ® A, dans A,,, induit un produit de
Hy(4,) ® Hy(A,) dans Hy(A,,,). Ce produit est clairement associatif et
possede t(1,) comme unité.

Dans toute la suite on désignera par A, le k-module Hy(H,). La k-algebre
graduée formée des modules A, sera notée A. L’application canonique ¢
de H, dans A, sera notée t,. Enfin, on désignera par ¢, I’élément
t,(c6,0,..0,_4)de A,.

THEOREME 1-5. L’algebre A est lalgebre des polynomes sur k en les
variables c¢;,i = 1.

THEOREME 1-6. Soit I wun sous Z-module de A. Soit f Tapplication
de la somme disjointe des groupes de tresses B, dans A/, déduite de la
représentation des groupes de tresses dans H, et des applications t,.
Alors pour toute tresse o, f(c) ne dépend que de lentrelacs G, si et
seulement si I contient lidéal J de A engendré par les éléments:

¢ —ci=z2, c(l+P—oacy).

Remarque. Soit I, lidéal de A engendré par les éléments ¢; — ¢y .
Alors A/;, est isomorphe a l'algébre k[c] = Z[o, B, B~ 7, c], ¢ représentant la
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classe commune des éléments ¢;. Si maintenant T est une tresse de B,, n > 0,
la trace t,(t) est un élément homogeéne de A de degré n et sa classe
modulo I, est de la forme cP ou P est un polynéme de k[c]. Il en
résulte que la classe de t,(t) modulo J est représentée par cP’, ou P’
est egal a la classe de P modulo 1 + B — ac. Le polyndme P’ appartient
donc a l'anneau A quotient de k[c] par 1 + B — ac. Cet anneau est
isomorphe au sous-anneau de Z[o, o~ %, B, B~ '] engendré par o, B, B~ et
(1+B)a L

THEOREME 1-7. Soit A le sous-anneau de Z[o, 0”1, B, B~ 1] engendré
par o, B, B et ¢ = (1+B)a~t Alors il existe pour tout entrelacs orienté
E un polynome Py de A tel que:

— Py ne dépend que de la classe d’isotopie de E.
— Si E est le neud trivial, le polynéme Py est égal a 1.

— Si E.,E_ et E, sont trois entrelacs orientés ayant la méme forme
excepté prés d'un croisement ou ils ont les configurations suivantes :

Lo XX

on a
(F) PE+—0‘PEO+BPE_:0-

De plus, si E provient d’'une tresse e B,, et si la trace t,(c) est
un polynéme P(a, B, c,,c,,..), ona

P(o, B, c,c,...) = cPgo, B).

Remarque. Le polyndome Py est, & un changement de variables pres, le
polynéme de Jones-Conway (ou polyndme HOMFLY) de E. Le changement
de variable dépend de la forme que I'on veut obtenir pour la formule (F).
Si on veut, par exemple, que (F) prenne la forme suivante :

xPg, + yPg_ + zPy, = 0
on doit poser

o= —zx! PB=yx?

: et Py est un polyndme a coefficients entiers en zx ™1, yx =%, xy~ ! et (x+y)z™ L
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