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APPROXIMATION DES MOYENNES
- ARITHMETICO-GEOMETRIQUES

par Eric REYSSAT

On discute ici quelques propriétés arithmétiques des moyennes arithmeético-
géométriques (Mag en abrégé). Les travaux de Gauss sur ces moyennes ont
été récemment remis au goiit du jour par D. Cox (voir [C1] et [C2]).
La définition et les propriétés de la Mag de deux nombres complexes
nous permettent d’étendre les résultats de [R1] au cas complexe.

Rappelons briévement les définitions et proprietés de ces moyennes
(voir les détails dans [C1]). Partant de deux réels positifs a, b, leurs moyennes
arithmétique et géométrique forment un nouveau couple (a, , b,), et I'itération
du procédé fournit deux suites (a,) et (b,) définies par les relations

an+1 = (an+bn)/2 et bn+1 = an'bn .

On sait que ces suites convergent treés vite vers une limite commune
M(a, b) appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b.

Lagrange avait remarqué lintérét de ce procédé trés rapide pour le
calcul des intégrales elliptiques: étant donnée une courbe elliptique, on en
choisit un modele de la forme:

E.: y* = x(1—x)(1-2ix).

On cherche alors a calculer la « période » ® définie par la formule :

Ldx 2 d
(1) 0 = 2J — = 2] hd (poser x = sin?¢).

oy 0o /1 — Asin?ep

Un changement de variables trés astucieux (cf. [C1] ou [R1]) permet de
montrer que

) M1, J1-2) = 1o

Cette formule permet par exemple de calculer rapidement les valeurs de
la fonction T" reliées aux intégrales elliptiques (T'(n/4) et ['(n/6)). Ainsi
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J R S P YRt
1 x3 — x

d’ou 'on tire
(2%)3/4

= 3,62560990822190831193068515586767200299516768...

Voir £5] et [C2] pour le calcul de n lui-méme par un procédé analogue.

Pour construire la moyenne arithmético-géométrique de deux nombres
complexes, il y a a chaque pas un choix de la racine carrée. Cox appelle le
bon choix de b; = ./a, . b, celui pour lequel |a; — b, | < |a; + b, |, avec
de plus Im(b,/a,) > 0 s’ll y a égalité.

Toutes les suites obtenues a partir de a, et b, convergent, la limite
¢tant non nulle si et seulement si on ne fait que des bons choix a partir
d’un certain rang. Il y a donc en fin de compte un nombre dénombrable
de moyennes arithmético-géométriques de a et b. Nous définirons la Mag de a
et b (Que nous noterons M(a, b)) comme étant celle obtenue en ne faisant
que des bons choix a partir de a et b. Les autres limites non nulles,
obtenues en faisant quelques mauvais choix au début, seront les mag (avec
un petit m). La théorie des fonctions théta permet d’exhiber des liens entre
ces diverses moyennes:

Pour t dans le demi-plan de Poincaré b, on note g = €™, et on considére
les fonctions théta suivantes:

fo) =1+ 2 21 7 et g) =142 2(—@"2.

b
Notons I',(4) le groupe des matrices (a d) dans SL,(Z) telles que

c
a=d=1(mod4), c =0(mod4) et b = 0(mod 2). Ce groupe agit sur §
et un domaine fondamental F pour I',(4) est, au bord pres, I'ensemble
{tebh; |Re(®)| <1, |t 1/4|>1/4, |t + 3/4| > 1/4} (voir [C1] pour
les détails concernant les bords).

La fonction k' = f2/g? définit un isomorphisme

K':h/T,4) ~ C\ {0, +1}.

et en particulier une bijection F — C\ {0, +1}.
Les fonctions f et g vérifient les relations fondamentales suivantes,
qui fournissent le lien avec les Mag:
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)+ g*(v) = 2 f2(20)
(@) g(v) = g*(27).
Partant alors de deux nombres complexes non nuls a # =+ b, soit T dans
F défini par k'(t) = b/a. Posons p = a/f*(1) = b/g*(7).
11 résulte des formules (3) que si on définit

G, = 1 fX2"0) et b, = ngi2".0)

(3)

alors a,,, et b,,,; sont des choix des moyennes arithmétique et géome-
trique de a, et b,. On montre de plus (voir [C1]) que sur le domaine F,
la fonction k'(2z) est de partie réelle positive (ou nulle, auquel cas la partie
imaginaire est positive). Puisque b, /a,+; = kK'(2""'.7), on en déduit que
b,.; est le bon choix de la moyenne géométrique. Les suites (a,) et (b,)
convergent donc toutes deux vers la Mag de a et b. Mais ¢(2".1) tend
vers 0 lorsque n tend vers +oo, donc f(2".7) et g(2".7) tendent vers 1,
de sorte que la limite des suites est égale & p. En résumé, la Mag de a
et b est donnée par la formule

(4) M(a,b) = a/f*(t) ou 1=Kk "Yb/a)eF.

On montre que les autres mag de a et b s’obtiennent par les mémes
formules en partant de valeurs de t qui ne sont pas dans le domaine
fondamental F. Le passage d’'un domaine fondamental a un autre se fait par
conjugaison par un ¢lément de I',(4), ce qui se traduit finalement par le
résultat suivant (cf. [C1] th. 2.2):

Les mag de a et b sont les nombres v tels que
d N ic
M(a,b) M(a+b,a—Db)

1
5) - =
\Y

ou c¢ et d sont des entiers étrangers tels que d = 1 (mod 4) et ¢ = 0 (mod 4).
Les formules (2) a (5) permettent de donner des propriétés arithmétiques
des Mag en utilisant les résultats connus sur les périodes d’intégrales

elliptiques. Ainsi, en utilisant les résultats de Schneider et leur forme
quantitative, on obtient:

PRrOPOSITION 1. Les mag de deux nombres complexes algébriques non nuls

a et b tels que a# +b sont des nombres transcendants de type de
transcendance au plus 2 + & pour tout & > 0.

Preuve. 1l suffit de montrer le résultat pour M(a, b) car toute mag
de a et b est la Mag de deux nombres algébriques, obtenus aprés un
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nombre fini de pas (bons ou mauvais) & partir de a et b. Par homogénéiteé,
il suffit de prouver le résultat pour M(1, ¢) ou ¢ est algébrique. La formule (4)
montre que M(l, z) est une fonction analytique de z. Par ailleurs, si 'on
pose A = 1 — z2, la période ® = w(z) de la courbe elliptique E, définie par
la formule (1) .est. une:fonction .analytique de .\, .donc. de.z...Puisque. la
relation M(1, z) = m/w(z) est vérifiée sur un segment de 1’axe réel d’apres la
formule (2), elle I'est partout par prolongement analytique. Il suffit donc
d’appliquer le théoreme 1 de [R2] pour obtenir le résultat. Cqfd.

Si de plus la courbe E, admet multiplication complexe, les résultats
de Choodnovsky ([Ch 1]) montrent que la période o de la démonstration
précédente est algébriquement indépendante de © et que Q(m, ®) a un type de
transcendance au plus 3 + ¢; ainsi les deux nombres © et M(a, b) engendrent
dans ce cas un corps de degré de transcendance 2 et de type de transcen-
dance au plus 3 + ¢.

D’autres propriétés arithmétiques des Mag proviennent de leurs liens avec
les fonctions hypergéométriques:

En développant I'expression (1—A sin®@)”'/? en série en A sin’g et en
utilisant les formules de Wallis, on voit facilement que la période ® de
la courbe E, introduite plus haut est donnée par la relation:

%: 20 (L/2/n)2 A ou  (1/2), = (1/2).(3/2) .. (n—1/2).

Cette série est la valeur en A de la fonction hypergéométrique

F 1 1 ;-
21272) )Z‘

On peut aussi faire directement le lien avec la Mag de la fagon suivante:
en écrivant d’'une part que M(1+x, 1—x) = M(1, . /(1—x?) (car M(a, b)
= M(ay, b,)) et d’autre part que M(1+x, 1 —x) = (1+x) M(1, (1—x)/(1+x))
par homogénéité, on voit que la fonction M(1, t) vérifie une équation fonc-
tionnelle qui se traduit sur les coefficients de son développement en série:
on retrouve ainsi les coefficients de la fonction hypergéométrique (cf. [C1]).
Cette fonction hypergéométrique vérifie I’équation différentielle

Z(1-2)y" +(1-22)y — y/4 =0

qui permet d’obtenir des renseignements précis sur ses approximants de Padé;
Choodnovsky en a déduit des mesures d’irrationalité de certaines valeurs de
cette fonction ([Ch 2], th. 6.1), qui entrainent le reésultat suivant:
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PROPOSITION 2. Pour tout entier n > 14, il existe une constante c(n)
telle que pour tout rationnel p/q avec q = 2,

| M(1,/1 — 1/n) — p/q| > q~™.

Remarque. Le principe de preuve des mesures d’irrationalité par les
approximants de Padé consiste a construire de bonnes approximations
rationnelles (ou algébriques de petit degré) du nombre considéré, pour
montrer qu’il ne peut y en avoir d’autres. Lorsqu’on part de nombres a
et b qui sont algébriques, il est donc tentant de considérer de ce point
de vue les bonnes approximations de M(a, b) fournies directement par les
suites (a,) et (b,). Mais lextraction de racine carrée fait que le degre
de a, ou b, croit comme 2", au moins apparemment, ce qui empeche de
conclure directement a lirrationalité de M(a, b). Qu'en est-il en réalité?
On ne peut pas assurer que le degré double a chaque étape de la cons-
truction; il peut méme baisser: par exemple, si on part du couple
(8+2./15,8—2,/15), on obtient le couple (8,2), puis (5,4) au deuxiéme pas.
Montrons qu'on ne peut pas avoir trois couples de rationnels (agy, by),
(ay, by), (a5, b,) a la suite: en effet, ces rationnels devraient vérifier:

4 bg = dyp bo(a0+b0)2 s

Par homogénéite, on peut supposer que ces nombres sont des entiers et que a,
et by sont étrangers, en particulier (par symétrie) que b, est impair. Puisque
o, bo et ag + by sont deux a deux étrangers, on obtient deux systémes
suivant que a, est pair ou que a, + b, est pair:

aO:O(4 a0=4OL4
b0:B4 ou b0=B4
ap + by = v* ag + by = y*.

Dans le premier cas, on obtient I'équation o* + B* = y2, qui n’a pas de
solution non triviale d’aprés [M] p. 16. Dans le deuxiéme cas, on obtient
équation 4 a* + B* = %, dou y* = (4 o*—PB*? + 16 o* B4, qui est de la
forme x* = y* + z? et n’a pas non plus de solution non triviale d’apres
[M] p. 17.

Cependant, il se peut que les degrés soient divisés par deux plusieurs fois
de suite; en effet, le procédé passant de g, et by & a; et b, peut étre
Inversé, ce qui permet de construire a partir de a, et b, les couples
(@-y,b_y), (a-,,b_,) et ainsi de suite; on obtient ainsi des nombres dont
les degrés croissent en général, et en redescendant les degrés s’abaisseront.
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Je conjecture que cela ne peut durer qu'un temps fini, et qu’a partir d’'un
certain rang le degré double a chaque pas. On peut le prouver dans un
bon nombre de cas:

PROPOSITION 3. Si a = a, et b = b, sont des nombres algébriques non
nuls tels que ay/b, et 4a,;/b, ne soient pas des unités algébriques, alors
deg(b,) > 2"7¢ ou «c est une constante ne dépendant que de a et b.

Preuve. On choisit un prolongement a Q des valuations p-adiques v,
sur Q. Supposons qu’il existe un premier p # 2 tel que v, (a;) < v,(b;).
On en déduit aisément par récurrence que

0a) = va) etque  v,b,) = var) + (v,{b)—v a2t

Puisque la valuation de b, a un dénominateur qui croit comme 2", le degré de
b, croit aussi comme 2". Le raisonnement est le méme si v,(a;) > v,(b;).
Si maintenant v,(a;/b;) = 0 pour tout premier p impair, alors on a aussi
v(a) = v,(b) et donc hypothése montre que v,(a/b) # 0 et v,(4a,/b;) # O.
Par symétrie, on peut supposer v,(a) < v,(b), d’ott on déduit par récurrence que

vy(a,) = vyla;)) —n+ 1 et v,b,)
= vy(a;))—n+3 + (v(by)—vy(ay)—2)/2" 1.

Par hypothése, ce nombre a encore un dénominateur qui croit comme 2"
d’ou le résultat. Cqfd.

4l
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