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HOMOLOGIE D’ALGEBRES DE LIE 161

Pour SU(2, C), il existe un homomorphisme H3(SU(2, C)) —» R/Z, construit
a Paide d’une classe de Cheeger-Simons, reliée au volume sur S> ([Ch S], [Ch]),
dont on sait qu’il ne dépend que des points algébriques de SU(2, C) et a,
par suite, une image dénombrable; mais on ignore le rang de cette image;
de plus, la question a été posée de savoir si l'application H;(SU(2, Q)
— H4(SU(2, C)) est surjective, ou Q est la cloture algébrique de Q dans C.

Les résultats sont reliés a l'aspect «infinitésimal » de ces questions.
On prend 4 = R, k = Q et g = s0(3, Q), I'algébre des matrices antisymé-
triques a coefficients rationnels qui est isomorphe a su(2, Q[\/_—_—T]). Alors
g4 = 50(3, R) (=~ su(2, C)).

Comme cas tres particuliers des propositions 1 et 2 ci-dessus, on obtient:

1) Il existe des isomorphismes de Q-espaces vectoriels
H; o(su(2, Q) S Hj ofsu(2,C) 5> Q A R

o Q "R est Pensemble des nombres algébriques réels.

i) Le groupe d’homologie H, o(s0(3, R), R?) est nul.

APPLICATIONS A L’HOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LACETS
Pour g une algebre simple complexe, soit § I'algébre de lacets ([Ka])

§=Cltt '] ®cgq,

considérée comme C-algebre; on a comme conséquence facile des théo-
remes 1 et 2

Hj(@) ~ C,
H,(8,8) = 0,

et ceci est indépendant du type de g.

Jai beénéficié, pour cet article, des remarques et suggestions de J. Carmona,
P. Cartier et Ch. Kassel.

2. PRELIMINAIRES ET ENONCE DES RESULTATS

On renvoie a larticle [L Q] de J. L. Loday et D. Quillen, pour la notion
d’homologie cyclique d’une algébre (voir aussi Iarticle de synthése [Ca]).

On sintéresse ici & une notion analogue, ou le groupe cyclique est
remplacé par le groupe diédrale. Cette notion d’homologie diédrale est due a
J. L. Loday ([L]), dont nous utiliserons les notations.
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Pour ne pas compliquer, nous supposons toujours que 4 est commutative,
sur k de caractéristique nulle.
On note A" la puissance tensorielle n-ieme de A sur k et on pose

Cn = An+1/gn+1 ’

ou 9,., est le k-sous-espace de A"*! engendré par les (ay, ..., a,) ou l'une
des composantes a;,d,, .., a, est égale & 1 ((ao,ay, .., a,) est écrit pour
a4,®a;® ... @ay,).
On introduit de plus comme dans [L] s, X, B, b définis par:
s(ag, . a,) = (1, ag, ..., a,)
X(ag, . a,) = (—1)"(a,, ag, - ay_1)

B=sL ou L=1+X+ ..+ X"1

n—1
b(aO cRIL an) = Z (a0: ey aiai+1 9 us2y an) + (_ 1)n (ana03 (AR an-—l) s
i=0

On considere de plus I'involution de C,, donnée par

Y:C, - C,

n(n+1)
2

(do,..., an)H(—l) (aoaan:an—la‘": al);

C) @ C, estla décomposition de C, par rapport a Y.
L’homologie diédrale de 4 est définie comme I'homologie du complexe

(C*/l—X,1+Y> b)

ou, ce qui est la méme chose, ’'homologie du complexe

(A*+1/1—X,1+Ya b);

On note cette homologie HD (A). (Elle est notée _; HD (A) dans [L]).
En procédant comme dans [L], on montre que HD*(A)' s'identifie a
I’homologie du bicomplexe B~ suivant:

! ! !
c; & ¢t & cy
" "

c; & ¢}
>l
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Soit (Q%, d) le complexe de de Rham. L’involution de Q%, donnée par

n(n+1)

Y(apday ... da,) = (=1) % aeda,da, , ..day,

a pour restriction & Q7,, Iidentité si n est pair, moins l'identité s1 n est
impair; on en déduit que I'application

B Cy = Qs

(ag, s ay) — - ayda, ... da,,

induit un morphisme de bicomplexes de B~ dans le bicomplexe

l l ! ! !
! ! ! !
3 d 2 d 1 d 0
QA/k = QA/k « QA/k = QA/k
! ! l
0 «— 0 o 0
| !
Qly < Q%
l
0

Dans le cas ou I'homologie de Hochschild de 4 est donnée par les formes
différentielles (voir la remarque ci-dessous), on en déduit, tout comme dans
[L Q], des isomorphismes

HDy(4) =
HD, ~ Ql,/dA
HD,(A) ~ Hpg(4)

HD,,(A) ~ Hix *(4) @ Hpx (4) @
HD,, . (4) ~ Q" 1/d Q%) ® Hpx 3(1‘1)69 Hpy '(4) ® ..
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Nous utiliserons les remarques suivantes:

i) D’apres [H.K.R.], ces isomorphismes sont valables si A4 est une k-algébre
lisse.

Ils sont aussi vrais si 4 est un corps, extension de k; il faut vérifier
que sous cette hypothese, on a pour I’homologie de Hochschild

H(4) =~ Q% ;

le fait est noté dans [H.K.R.] (5.3), si A est une extension finiment
engendrée de k; un argument de limites inductives permet de lever la
restriction.

i) L’isomorphisme
HD,(4) > Hpr(4),
est induit par I’application
A3 > 4
(ag, ay, ay) — aga,a, .

ii1) La partie negative de I'homologie de Hochschild H (A), pour I'involution
Y, est notée H ,(A). Si A est lisse ou un corps extension de k, on a

H(A) =0

H;, . 1(A) ~ Qi’/’ljl .

On peut maintenant énoncer:
THEOREME 1. Soit A wune k-algébre commutative, avec unité et g une

 k-algébre de Lie simple. Si g est de type A,(n=2):

Hj (84) ~ HCy(A);
dans tous les autres cas:

Hj; (94 ~ HDy(4).

- (HC,, est 'homologie cyclique et les isomorphismes sont des isomorphismes
de k-espaces vectoriels ).

THEOREME 2. Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 1, si
| g estdetype A, (n=2):

H2,k(gA> g4) =~ Hy(A);




HOMOLOGIE D’ALGEBRES DE LIE 165

dans tous les autres cas:

H, (84, 94 ~ H;(4).

(Ici les isomorphismes sont des isomorphismes de A-modules.)

Le cas particulier suivant semble intéressant (voir introduction): si I est
une R-algébre de Lie réelle simple, non de type 4,(n=2)
Hy o) QN R
HZ,Q(I’ I) = O,

ou I’homologie est prise au sens des algébres rationnelles;
Par contre, si [ est de type A,(n>2), on a

Hj ofl) ~ (QmR) @ (QIZ(/Q/d Qlll/Q)
H, o, 1) ~ QIZQ/Q;
et on sait que Qfo/d Qe est un Q-espace vectoriel, de dimension la
puissance du continu, et que Qg est un R-espace vectoriel, de dimension
la puissance du continu.
Comme me I'a fait remarquer Ch. Kassel, le cas du type A4,(n>2) est

implicitement contenu dans [LQ] et [G]. Sans revenir en détail sur ce cas,
on fera quelques remarques au § 4.

3. CAS OU g N'EST PAS DE TYPE A,(n>2)

CALCUL DE CERTAINS ESPACES DE COINVARIANTS

Soit (g, h) une k-algebre déployée, d’algebre de Cartan ) et de systéme de
racines A. (h,, €,),ea €St une famille de générateurs de Chevalley telle que

VOCEAa [ha’ea] = 28&: [hase—a] = _2ea> [eaae—a] = hoc;

R = {0y, ..,0;} est une base de A.

Tous les produits tensoriels et extérieurs sont pris sur k; ( )g designe
I'espace des coinvariants d’'un g-module.

Dans ce paragraphe, A est une k-algebre commutative quelconque.
Le lemme suivant est bien connu.

LEMME 1. Soit g simple déployée sur k. La forme de Killing

<,>:gxg-k
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