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HOMOLOGIE DE DEGRE TROIS
D’ALGEBRES DE LIE SIMPLES DEPLOYEES
ETENDUES A UNE ALGEBRE COMMUTATIVE

par J. L. CATHELINEAU

1. INTRODUCTION

Dans toute la suite, k est un corps de caractéristique nulle et A, une
k-algébre commutative avec un élément unité. Si g est une k-algebre de Lie,
on lui associe I'algébre de Lie

g4 = AQrg

ou le crochet est défini par

[a®x, b®y] = ab ® [x, y].

Si g est semi-simple, on note < , > la forme de Killing de g et on
I'étend a g, par la formule

<a@®@x,b® y> = <x,y> ab.

On note H, ,(g,), '’homologie de g,, considérée comme k-algebre de Lie;
H, (g4, g4 désigne 'homologie de g,, considérée comme k-algebre de Lie, a
coefficients dans g, muni de 'action adjointe.

Remarquons que pour g simple, il existe toujours une extension galoi-
sienne, de degré fini (K, k), telle que la K-algebre de Lie K ®, g soit
déployée; le type de g est défini alors indépendamment de K.

L’homologie du complexe de de Rham de A sur k ([Bo 1])

d
A - Qxl‘l/k o R ¢ er;/k

est notée H x(A).
Le but de cet article est de calculer les groupes H; ,(g,) et H 2,184 9.4

pour g une k-algebre de Lie simple; on renvoie au § 2 pour ’énoncé complet
des résultats.

Ces résultats sont a rapprocher des calculs d’homologies suivants ([K]):
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H, (34) = Q,lq/k/dA
H; (g4,94) - Qf;/k )

qui sont valables pour une algébre simple g de type arbitraire et une
k-algebre commutative quelconque. D’ailleurs la méthode utilisée ici permet
de retrouver simplement ces isomorphismes.

Dans le calcul qui nous concerne, il y a deux cas a considérer suivant
le type de g et cette distinction s’explique par une propriété géométrique
des racines.

Voici deux cas particuliers des théoremes 1 et 2 du § 2.

PROPOSITION 1. Avec les hypothéses suivantes :
(1) A est une k-algebre lisse ou un corps extension de k;
(2) g est une k-algébre de Lie simple, de type A;, B, C,D(l=4),E, F,ouG, ')
la forme
Aigqs— A

au N bv A ew— <[au, bv],cw> = <[u,v], w> abc, (au=a@u)
induit un isomorphisme de k-espaces vectoriels

H; (g4) - H ?)R(A) .

PROPOSITION 2. Avec les mémes hypothéses que dans la proposition 1, on a

Hz,k(9A> g4 = 0.

ORIGINE DES RESULTATS (voir aussi [Ca 2])

Rappelons d’abord que P'étude de 'homologie des groupes de Lie, consi-
dérés comme groupes discrets, est justifiée par plusieurs domaines: fibrés
plats, feuilletages, troisieme probléme de Hilbert, K-théorie algébrique. Citons
deux exemples relatifs aux groupes SO(3, R) et SU(2, C):

J. L. Dupont ([D]) a montré, en rapport avec le troisieme probléme de
Hilbert, que H,(SO(3, R), R®) = 0 équivaut au fait, prouvé par J. P. Sydler
([S]), que Tlinvariant de Dehn et le volume sont des invariants complets
pour la scission des polyédres de R*; on ne dispose pas de preuve algébrique
directe de la nullité du groupe H,(SO(3, R), R®).

1) Rappelons que 4, = B, = C;, B, = C,, A3 = D;.
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Pour SU(2, C), il existe un homomorphisme H3(SU(2, C)) —» R/Z, construit
a Paide d’une classe de Cheeger-Simons, reliée au volume sur S> ([Ch S], [Ch]),
dont on sait qu’il ne dépend que des points algébriques de SU(2, C) et a,
par suite, une image dénombrable; mais on ignore le rang de cette image;
de plus, la question a été posée de savoir si l'application H;(SU(2, Q)
— H4(SU(2, C)) est surjective, ou Q est la cloture algébrique de Q dans C.

Les résultats sont reliés a l'aspect «infinitésimal » de ces questions.
On prend 4 = R, k = Q et g = s0(3, Q), I'algébre des matrices antisymé-
triques a coefficients rationnels qui est isomorphe a su(2, Q[\/_—_—T]). Alors
g4 = 50(3, R) (=~ su(2, C)).

Comme cas tres particuliers des propositions 1 et 2 ci-dessus, on obtient:

1) Il existe des isomorphismes de Q-espaces vectoriels
H; o(su(2, Q) S Hj ofsu(2,C) 5> Q A R

o Q "R est Pensemble des nombres algébriques réels.

i) Le groupe d’homologie H, o(s0(3, R), R?) est nul.

APPLICATIONS A L’HOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LACETS
Pour g une algebre simple complexe, soit § I'algébre de lacets ([Ka])

§=Cltt '] ®cgq,

considérée comme C-algebre; on a comme conséquence facile des théo-
remes 1 et 2

Hj(@) ~ C,
H,(8,8) = 0,

et ceci est indépendant du type de g.

Jai beénéficié, pour cet article, des remarques et suggestions de J. Carmona,
P. Cartier et Ch. Kassel.

2. PRELIMINAIRES ET ENONCE DES RESULTATS

On renvoie a larticle [L Q] de J. L. Loday et D. Quillen, pour la notion
d’homologie cyclique d’une algébre (voir aussi Iarticle de synthése [Ca]).

On sintéresse ici & une notion analogue, ou le groupe cyclique est
remplacé par le groupe diédrale. Cette notion d’homologie diédrale est due a
J. L. Loday ([L]), dont nous utiliserons les notations.
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