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alors f est une fonction rationnelle. (Le corps Cp est le complété de la
clôture algébrique de Qp).

Le théorème de Borel correspond au cas où S est vide. Le principe de la
démonstration du théorème ci-dessous est le suivant. On considère, pour k

assez grand, le déterminant du Hankel HN d'ordre N de la suite (£n+fc)

et on majore \ HN\V pour toutes les places v du corps Q:

— Si v est ultramétrique et n'appartient pas à S, alors trivialement

\HN\V^1.
— Si v g S on utilise les inégalités de Cauchy dans Cp.

— Si v est la valeur absolue ordinaire, on utilise les inégalités de Cauchy
dans C.

Pour k et N assez grands, on aboutit à l'estimation

m*wi.<i,
V

qui implique HN 0. D'où la conclusion.
Une démonstration détaillée figure en [2], ainsi que celle du théorème

de Polya-Bertrandias, qui généralise le théorème précédent.

III. Méthodes transcendantes

1. Minoration de | £„ |

Grâce au théorème de Roth-Ridout, K. Mahler [35] avait obtenu une
minoration non effective de | \n | pour une s.r.l. binaire. Les méthodes

transcendantes conduisent à des résultats effectifs.

Soit (£„) une s.r.l. donnée par

\n Pi(n) co" + + Pk(n) cOfe pour n ^ 0 aq,..., cok s C distincts

On peut supposer | ccq | ^ | co2 I ^ ^ I I
• Lorsque | cox | > | co2 I on a

trivialement

\U - \Pi(n)\ I ©i r
donc | \n | ^ ^ Pi(n) | (ù1 \

n
pour n ^ n0 (effectif).

Minorer | %n | n'est plus aussi facile lorsque (ûx et co2 sont même module.

Considérons en effet le cas le plus simple où (ÇJ est réelle et donnée par
CO" + ©2-



SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES 103

Si oc*! et a>2 sont réels alors co2 — ccq, et on a 2 cû" si n est

pair et 0 sinon. Par contre si (o1 n'est pas réel, co2 öq et on peut

écrire ccq p eiQ, co2 p e~iB avec p réel > 0; alors

2 p" cos(w 0), avec 0 < 0 < n

Pour minorer E,„ dans ce cas il faut minorer la quantité

Min | n0 — k + - 7C |.
fcez V 2/

7C

Le cas 0 — correspond à une suite dégénérée, nous l'excluons. Ainsi,

dans le cas non dégénéré, on aboutit à un problème d'approximation
diophantienne.

Si / est une fonction de N dans lui-même qui croît arbitrairement vite,

on peut trouver 0 tel que, pour une infinité de valeurs de n, il existe k

entier avec | n0 — ^ n \ < 1/f(n). Pour obtenir une minoration non

triviale de \t,n\ il est donc nécessaire de faire des hypothèses sur l'approximation

du quotient 0/tt par des rationnels.

Depuis les travaux de Gel'fond, on sait que de telles hypothèses sont
vérifiées lorsque cos0 est un nombre algébrique, donc en particulier lorsque

% et co2 sont algébriques. Nous nous limiterons donc à l'étude des s.r.l.

à valeurs algébriques.
Définissons s par

I®! I |(ûs| > |C0S+1 I,

et posons rj 1 + deg(PJ) pour j 1,..., k.
La première minoration effective a été obtenue — pour les s.r.l. binaires —

par A. Schinzel [55]. Un théorème plus général a été ensuite publié en [38],
où on montre que sous les hypothèses s < 3 et r1 rs 1, il existe
des constantes effectives c et n0 telles que, pour n ^ n0,

I I > I ©i I "n~c,pourvuque £ Pj # 0
i= i

La démonstration est une application directe des estimations de A. Baker
sur les formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques [4].

Depuis ces résultats ont été étendus en [45], où le résultat suivant est
démontré.
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Théorème. Supposons s ^ 3 et qu'au moins un des nombres cd£/cdj9

1 ^ i < j ^ s ne soit pas une racine de l'unité. Alors il existe des constantes

effectivement calculables Cx > 0 et C2 > 0 qui ne dépendent que de (^„)
telles que l'on ait

| | ^ | ©t I"exp(-C!(Log

pour n ^ C2.

La preuve repose aussi sur les minorations de Baker. Pour s ^ 3, on

peut donc déterminer effectivement toutes les solutions de l'équation a

pour a fixé.

Si on se limite à l'équation 0, on montre dans le même article

que les indices n peuvent être déterminés effectivement sous les hypothèses:
s 4, | cOjl | > 1 et aucun des co£/co7, 1 ^ i < j < 4, n'est une racine de

l'unité.
Dans le cas général, la question suivante est ouverte.

Problème. Etant donné une s.r.l. entière (ÇJ, existe-t-il un algorithme

permettant de trouver tous les indices n tels que 0

Nous énonçons la conjecture suivante.

Conjecture. Il existe un entier positif k tel que, si Ç(1),..., Qk) sont k

suites récurrentes linéaires entières quelconques, la propriété

3(n1n2,nk),+ + 0

soit indécidable.
Sous certaines hypothèses (voir [45] th. 3), on peut aussi minorer

I — I de manière effective et donc alors — en principe — déterminer
les répétitions de la suite (voir [44] pour un exemple).

2. L'équation r\n

En utilisant encore une estimation sur les formes linéaires de logarithmes,

on peut montrer (cf. [41]) le résultat suivant.

Théorème. Soient (ÇOT) et (rj„) deux suites récurrentes linéaires à

valeurs algébriques données par

PM cd? + + Ph(m) ©f, ^i^O,
et

T|n Qi(")Pï + - + Qk(n) P ôi # 0 •
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On suppose

| ©1 I > I co2 | ^ I Pi I > I P2 I > - >
I I > 1

>
I Pi I > 1

•

Alors,

(i) il existe un entier N1, effectivement calculable, tel que pour m An ^ N1

la relation £m rj„ implique

(*) PiNœ? ôi(n) pi ;

(ii) il existe un entier N2, effectivement calculable, tel que si l'équation (*)

admet une solution vérifiant m An ^ N1, alors aq et px sont

multiplicativement dépendants ;

(iii) soit Z l'ensemble des couples (m,n) tels que fin, alors:

(a) si Px et ßi sont de même degré, Z est égal à l'union d'un

ensemble fini et d'une union finie de progressions arithmétiques,

(b) si les degrés de P1 et Q± sont distincts et si Z est infini,

cet ensemble n'est pas du type précédent et on a même

lim Log(mk+Jmk) > 0 si (;mk, nk)

désigne la suite des points de Z, ordonnée par valeurs croissantes de m.

On peut noter que la preuve de (ii) est élémentaire et que le cas (b)

peut se produire : exemple, 2m et r|„ n 2". De plus, on sait décider
si deux nombres algébriques sont multiplicativement indépendants ou non,
donc — sous les hypothèses du théorème — on sait décider si Z est fini
ou non. En supposant en outre que les | \ d'une part, et les | pj |

d'autre part, sont distincts on peut même déterminer effectivement Z.
Le cas de l'équation pour une s.r.l. binaire, a été traité grâce

à une méthode analogue par J. C. Parmani et T. N. Shorey [49].

3. Sur le plus grand diviseur premier de

Cette question fait l'objet du long article de C. L. Stewart [58], le lecteur
désirant plus de détails pourra consulter ce travail. Bien entendu, nous
supposons que (%„) est une s.r.l. à valeurs entières. Dans l'écriture

£,n A(n)ô>ï + ••• +

nous supposons de plus qu'aucun des quotients coJcoj, ^ n'est une racine
de l'unité. Enfin le plus grand diviseur d'un entier a sera noté P(à) (avec
la convention P(0) P(±l) 1).
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En 1921, Polya a montré que lim sup P(^n) oo. Grâce à une
généralisation p-adique du théorème de Thue-Siegel-Roth-Schmidt (généralisation
due à Schlickewei), récemment R. van der Poorten et Schlickewei ont montré

[53] qu'en fait P(y tend vers l'infini, une preuve indépendante mais voisine
a été donné par Evertse [24]. A ce jour, ces preuves sont ineffectives.

Grâce à la théorie des formes linéaires de logarithmes, Stewart a démontré
le résultat suivant (cf. [57]).

Théorème. Si on a | oeq | > | co2 I ^ ••• I ©k I alors, pour tout s > 0,

il existe une constante effective N N(e, g^,..., œk, P1,..., Pk) telle que,

pour n ^ N, on ait

P(y >(1-8) Log n

lorsque ^ Pi(n) co]

Des résultats plus forts ont été démontrés pour les s.r.l. binaires, en

particulier par C. L. Stewart et T. Shorey; voir [58] pour plus d'information.
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