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et j* > j. Raisonnons par récurrence sur j'. Ce résultat est clair pour
i = 1. Supposons j' > 1 et I'assertion vraie jusqu’a I'ordre j'—1. La relation

(E—ol) ("5 THe") = (X)) -5 YY)

((n+1 —l)wn—i-l) — 0\)((n+1 1)0))

permet d’appliquer I’hypothése de récurrence, ce qui prouve le résultat
annonce.
Si on pose en (5)

k
6) GX) = X"—ap_ X" ' — .. —ay, m= )Y T,
i=1

on a donc démontré que la suite (§,) vérifie la condition

(7) &n+m = Gy—1 §n+m—l + .. + Ao E.m pOllI' n > no

cest donc — par définition — une suite récurrente linéaire (en abrégé:
s.r.l); le polyndme X™G(X) sera appelé échelle de récurrence ') ou polynéme
caractéristique et lentier (n,+m) ordre de la s.r.l. (§,) (il s’agit d’'un abus de
langage car ces objets ne sont pas uniques; voir plus avant).
Supposons enfin que la relation (7) ait lieu. On vérifie alors aisément
que I'expression
(Y &XM(agX"+a;, X" '+ .. +a, X—1)

n=0

est un polynéme en X de degré au plus n, + m. La série E(X) = ) &,X"
n=0

est alors une fraction rationnelle de la forme (1), ce qui achéve la preuve
de I'équivalence logique des trois objets considérés.

II. QUELQUES EXEMPLES

Ce paragraphe contient un certain nombre d’exemples variés qui illustrent
les résultats généraux que nous venons de présenter. De plus de nombreux
exemples figurent dans tout bon livre sur le calcul aux différences finies
ou sur la combinatoire (entre autres [21], [26], [29], [30], [46]).

1) L’exemple le plus populaire de s.rl et aussi le plus ancien (il date
de 1202) est la suite (F,) de Fibonacci définie par les conditions

Fo=0, F, =1, F,,=F,,,+F, pour n=0

") Ceest la terminologie de E. Lucas [33].
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de sorte que ses valeurs successives sont
0,1,1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Dans ce cas la formule (3) s’écrit

0] — 0} . 1 +./5 1 —./5
Fnz*l___z ou 0)1:——\[— et 0)22___1.'_

en effet pour n = 0 et 1 le membre de droite vaut 0 et 1 et comme
0w = o, + 1,i = 1,2, le membre de droite vérifie la méme relation de
récurrence que F,,.

2) S1& = (&)= est une s.rl. alors toute section de &, c’est-a-dire toute

suite N = (Eznsp)n=0, OU a et b sont deux entiers > 0 fixés, est une s.r.l.;
k
de plus si G(X) = [] (X —;)" est le polynéme caractéristique de & alors le
i=1
k

polynéme [] (X —w{)" est un polyndme caractéristique de la suite m.
i=1

[En caractéristique zéro, ceci résulte du fait que n+ &,,,, est un polyndme
exponentiel; en particulier, lorsque les ®; sont rationnels on a pour tout n

U (E (‘Oal (E.;an-}-b) = 0>

Eum+p Ctant exprimé comme combinaison des " Il en résulte que cette
formule est vraie pour des m; appartenant a un anneau unitaire quelconque.
Cest le « principe de prolongement des identités algébriques », voir [11],
chap. V, § 2, scholie au théoreme 3.]

3) Soient £ = (§,) et n = (n,) deux sr.l. de polyndmes caractéristiques
respectifs G et H. Alors leur somme & + n = (§,+n,) est une s.r.l. admettant
GH comme polynéme caractéristique.

[Preuve: (GH) (E) (€+n) = H(E) [G(E)Z] + G(E) [H(E)n] = 0].

Par exemple, la suite (§,+a),>o, @ fixe, est une s.r.l. admettant (X —1) G(X)
comme échelle. On peut noter aussi que (0,) = (§,+;—at,) a la méme échelle
G(X) que (§,) si G(a) # 0 mais I’échelle G(X)/(X —a) dans le cas contraire.
Plus généralement, si G(X) = P(X) Q(X)etsi & = (&,) est une s.r.l. d’échelle G,
la suite P(E). & est une s.r.l. qui admet Q comme échelle.

4) Soit a un entier > 2 et &9, .., £@™Y des s.rl.; alors la suite & = (£,)
définie par &, = EY ou n=agq +r, 0<r<a, est une srl; de plus,

N
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si G, est le polyndme caractéristique de £0 0 <i<a, alors & admet le
polyndme G(X) = Go(X?%) ... G,—(X?) comme polyndme caractéristique.
[D’aprés lexemple précédent, il suffit de considérer le cas ou une seule
a 1a fois des E® n’est pas nulle; le résultat est alors évident. ]

k
5) Soient & = (&,) et m =(n,) deux srl et G = ﬂ(X—coi)”' et

i
h

H = [] (X—o;)¥ leurs polynomes caractéristiques; alors le produit de
j=1 )
Hadamard 6 = (£,1,),50 de & et M est une s.rl dont le polynome carac-

téristique est [ (X —w,0;) "%~ 1. [En caractéristique z€ro, n— &,n, est un
polynome expl,ojnentiel donc 0 est une s.r.l.; le cas général s’en déduit par
le principe énoncé plus haut.] Par contre, si on considére le produit
Exn = Loul, = \Z (")&m,_;, on trouve que { est une s.r.l. dont le polynome
caractéristique est lﬁ) (X —(o;+o;)yi "~ [voir plus loin A IV 1].

LJ

6) Avec les notations de lexemple précédent, le produit de Cauchy

6, = > &mn,_; de & et m est aussi une srl dont le polyndome caracté-
i=0

ristique est GH [C’est le développement du produit de deux fractions

rationnelles]. Ainsi, si m, = 1 pour toutn,onvoitquenm—§&, + &, + ... + &,

est une s.rl. admettant (X —1). G(X) comme échelle de récurrence.

7) Si A(X) est un polyndme sur 4, non nul et de degré h et si

& = (A(n),>0, alors & est une s.rl. admettant (X —1)""! comme polyndme
caractéristique.

8) Soit A comme dans I'exemple précédent et soit & une s.rl. de polynome
caractéristique G ; toute suite n solution de I’équation A(E)n = & est une s.r.l.
admettant A(X). G(X) comme polyndme caractéristique. [Preuve: (4G) (E)n
= G(E) [A(E)n] = G(E)S = 0].

9) Soit A = (a;) une matrice carrée a coefficients dans J; posons
A" = (a;;(n)), alors, pour tout couple (i,j) fixé, la suite n &, = a;(n)
est une s.rl. admettant le polyndme minimal G de 4 comme polynome
caractéristique. [En développant la relation G(A4).A4" = 0 on obtient
G(E)E = 0]. (A ce sujet, voir aussi [14].)

10) Inversement toute s.r.l. £ est obtenue a partir des puissances successives
d’une matrice. Soit
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la matrice-compagnon du polyndme caractéristique G(X) = X™ — a,,_,
— ... — aq; alors si on pose

Cn

§n+m—1
on a la relation
U,. 1, =AU, pour n=0,

donc U, = A" U,. Il en résulte que, pour n fixé, on peut calculer U,
— donc en particulier £, — en O(Log n) opérations. [C’est un truc bien
connu: on écrit n en binaire, n = T2, et A" = [] 4% ..].

ei;O
11) Soit T = (t;); 50, OU t; = (), la matrice de Pascal infinie; alors,
pour chaque j fixé, la j-iéme colonne de T est la (j+ 1)-ieme s.rl. fonda-
mentale (voir plus avant) d’échelle (X —1)7*1,

12) L’exemple précédent est un cas particulier de celui-ci. Soit H = (h;;) ou

i i '
XP..X}F st n=k

io+..Tix=n—k

0 sinon

est le polyndme homogene ¢€lémentaire de degré n — k en les variables

Xo, ., X;. Alors vaut pour H un résultat analogue au précédent avec cette
k
fois le polynéme G,,; = [] (X—X;) comme échelle de récurrence. En

i=0
particulier :
a) st X; = 1pourtouti, H = T.
b) si X; = n, n entier fixé, alors H = T™

c) si X;=gq" alors H est le triangle des coefficients g-nomiaux (ou
coefficients de Gauss)
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) !
0 i >
(J)q'(l —J )q'

0 si i<j,

ou(0), =104, =] G),et),=1+qg+ ..+ "
s=1

d) si X; =i alors H est la matrice des nombres de Stirling de seconde
espéce hy; = S(i,j) pour i > j, h;; = 0 pour i <}, définis par la formule

X = ZO G, /) X(X —1) .. (X —k+1)

J

(voir [15]).

13) Soit & = (§,) une s.rl déchelle G(X) = X™ — a,_; X" ' — .. — do;
on peut regarder son terme &, en tant que polynome en les variables
gy, ..., Ay 1. Alors la suite donnée par
0"E,
n = ke gt

am -1

est une s.r.l. d’échelle G** 1.

III. ESPACES DE s.r]. SUR A

Dans I nous avons étudié une suite particuliére § = (§,) a valeurs dans ¢~
et donné différentes conditions équivalentes pour que & soit une s.rl. Ici,
nous étudions des espaces de suites et nous utilisons la structure d’espace
vectoriel de 'ensemble des suites a valeurs dans 4.

1. Nous considérons I'ensemble £ [ X ] des polynomes a coefficients dans ¢
et Pensemble A [[X]] des séries formelles sur ., tous deux avec leur
structure de . -espace vectoriel. Nous identifierons implicitement H#[X] a
Iespace '™ des suites & valeurs dans 4 ultimement nulles et 2 [[X]]

a P’espace AN des suites quelconques a valeurs dans " (rappelons que AN
est le dual linéaire de ™),

2. Etant donné une s.r.l. £ I'ensemble de toutes les échelles de récurrence
quelle vérifie est un idéal de anneau #[X] il admet donc un générateur
unitaire unique que I'on appelle le polynéme minimal de & On appellera
rang de & le degré du polyndme précédent. Evidemment, une suite d’ordre m
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