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Deuxième partie: P5, P6, P7

IV) TrISÉCANTES DANS P5

Soit F une surface non-singulière de P5. Outre les invariants n, d, t
de F comme dans P4, soit ô le nombre de points-doubles impropres
apparents de F, i.e. le nombre de points-doubles impropres de la projection
V de F sur un P4 générique de P5.

Nous allons voir au paragraphe 1 que toute formule trisécante pour F
dans P5 est de la même forme que pour V dans P4, avec un terme
supplémentaire b(un + v) où u et v sont des constantes.

On en déduira au paragraphe 2 trois formules trisécantes dans P5 :

les tangentes d'inflexion de F, les tangentes à F recoupant F ainsi qu'un P3

fixé, les trisécantes à F coupant un P2 fixé.

1°) Retour à P4

a) Soit F une surface non-singulière de P5 et projetons-la génériquement
en V sur un hyperplan H. Par le procédé de construction de I.3.a, on
voit qu'il existe un schéma relatif O/C avec fibres

Oq F et (<D0 )red V'.

On peut énoncer les deux propositions suivantes, dont les démonstrations
sont analogues — mais plus simples — à celles des propositions 3 et 4,

en ce sens qu'il suffit de se ramener à un modèle local, comme dans

l'Annexe 3. (Ce modèle local correspond à F formé de deux plans disjoints
dans P5, soit V formé de deux plans transverses dans H.) Nous laissons les

détails au lecteur; on peut aussi consulter [23] où la situation est tout à fait
analogue.

On désignera les points singuliers de V par Nl9 N2,—,

Proposition 8. Avec les notations précédentes, on a l'égalité de sous-

schémas de P5 :

O0 F u N[1} u u N^
où N\1] désigne le premier voisinage infinitésimal de Nt dans P5.

De plus, V' (®0)red O0 n H.
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Proposition 9. Soit (D/C le schéma relatifassocié à V comme ci-dessus.

Alors

i) Pour k ^ 3 tout k-uplet curviligne dans <D0 de support un des points

singuliers {N}de V' est limite de k-uplets doubles dans 3>0 (nota-

tions de la définition 2).

ii) Tout k-uplet curviligne dans >0 est limite de k-uplets curvilignes dans des

fibres de O/C avec X ^ 0.

iii) Hilb2 O0 est réduit au voisinage d'un doublet d de support un point

singulier {N} lorsque d fi V.

Ceci étant, afin d'étudier les composantes irréductibles de Hilb3

nous donnons la

Définition 3. Pour j 1, 2,..., 5 notons Uj l'adhérence dans Hilb3 P5

de la partie Uj formée des triplets d u m où

d est un doublet de P5 de support {Nfi
m est un point simple de V' — {Nfi

Bien entendu, Uj est dans (Hilb3 ®0)red, d'après la structure nilpotente de ®0

donnée par la proposition 8. On a alors la

Proposition 10.

i) (Hilb3 ®o)red est réunion des Uj et de (Hilb3 V')red;

ii) Hilb3 O0 est génériquement réduit le long des Uj et Hilb3 V'.

Preuve.

i) Soit t un triplet curviligne contenu dans <D0. Si t est dans H, comme
H V\ on a t g (Hilb3 V')XQà. Si maintenant t n'est pas dans H,

le support de t ne peut être formé de trois points distincts; il contient
forcément un des points Nj9 car en dehors de ces points, on a

égal à Ov,. D'autre part, toujours puisque t fi H, la multiplicité de t en
l'un des Nj est strictement plus grande que 1. Si le support de t est réduit
à {Nj}, d'après la proposition 9 i), on a teUj. Sinon, Supp t {Nj,m}
où m e V — {Nfi Les multiplicités de t en Nj et m sont 2 et 1 ; ainsi

teUj.
ii) Hilb3 V' est en fait réduit d'après l'Annexe 1. Si maintenant dum

Uj est générique, on a d fi H, d'où Hilb2 <D0 réduit au voisinage de d

(proposition 9 iii) ; par suite Uj est réduit au voisinage de d u m. La
proposition 10 est ainsi prouvée.
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Rappelons alors le diagramme

(11) Z/3P5 i Hilb3 P5 (15)

t
Hilbc3 (6)

où les dimensions sont indiquées entre parenthèses.
Une formule trisécante pour V dans P5 exprime le degré du 0-cycle

Z. ï* [Hilbc3 F]

où Z est un cycle de A2(Al3 P5) fixé. Nous allons voir en d) qu'il suffit
d'évaluer le degré de Z. i* [Hilb3 O0], soit d'après la proposition qui précède :

Z. i* [Hilbc3 F] + X z i* lÛjl -

b) Evaluation de Z. i* [Hilb3 F]
Cette évaluation est analogue à celle effectuée en II.2.a. Comme F

est contenu dans P4, regardons le diagramme commutatif

(11) Al3 P5 i Hilb3 P5 (15)

Ij t»

(9) 4Z3P4 <4 Hilb3 P4 (12)

t
Hilb3 V(6)

où les flèches sont les injections canoniques. Par l'Annexe 7, Al3 P4 est

intersection schématique de Al3 P5 et Hilb3 P4.

Or Hilb3 F peut être considéré comme sous-variété de Hilb3 P4 ;

appliquons alors la formule de Fulton-MacPherson (II.2) à a [Hilb3 F] dans

Z'(Hilb3 P4). On obtient

i*u*a i* [Hilb3 F]
où C f* [Hilb3 F] c1 avec cx dans A1(Al3 P4). Par suite, par la formule
des projections, on a dans A\Al3 P5) :

Z. i* [Hilb3 F] cx. f* [Hilb3 F]).



TRISÉCANTES DES SURFACES ALGÉBRIQUES 35

Mais j*Z.cx est un cycle fixé dans P4) et donc

deg Ci. [Hilb3

représente une formule trisécante pour la surface de P4. Ce nombre

est donc (proposition 5) de la forme

axn -h a2 + a3 + at 4- d(ßn + y)

où n, t et d sont les invariants de V (donc de V') et al9 a2, a3, a, ß et y

des constantes.

c) Evaluation de Z i* [Uj]
Pour cela, fixons j entre 1 et 8 et soit N Nj,U U-y Soit I

l'intersection U n Al3 P5 dans Hilbc3 P5. La sous-variété /, de dimension 2, est

formée des triplets alignés de P5 dont l'axe passe par N, doubles en N
et avec un troisième point sur Y.

Lemme 8. L'intersection U n Al3 PD est génériquement transverse dans

Preuve. C'est un simple calcul en coordonnées ; voir l'Annexe 4.

Le lemme montre ainsi l'égalité /* [L/] [/] dans A9{Aï5 P5).

Maintenant, pour connaître P [Lr] Z, il suffit évidemment d'évaluer [/] Z pour Z
décrivant une base de Aq(A13 P3). Or la proposition 7 en donne une

explicitement. Soit ± et Jf2 deux hyperplans de P3 et soit [Hx] et

\_H2J les cycles associés dans A1{Al3 P5) et A2(Al3 P5). On a l'égalité des

espaces vectoriels:

Aq{A13 P5) Axq*Aq{G) © Axe*Zq(G). [ifj © Axe*riQ(G). [iî2]
où G G(l, 5). Distinguons alors trois cas.

i) Z g Axe*Zg(G)

Une base de A2(G) est formée des cycles de Schubert (notations de [21]):

j (3, 4) : droites contenues dans un hyperplan fixé de P5,

\ (2, 5) : droites coupant un plan fixé P de P5.

On a alors Axe*(2, 5). [/] s(n —2) où s est un entier > 0. En effet,
P n P4 est une droite A de P4 et N et A engendrent un plan n passant

Hilb3 P5.
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par N. Ce plan recoupe V en n — 2 autres points. (Le plan n coupe bien
V au voisinage de N en un triplet, premier voisinage infinitésimal de N
dans 7i ; mais un plan voisin générique ne le coupe qu'en un doublet. Le

plan tu recoupe donc V en n — 2 points et non pas n — 3). La
multiplicité éventuelle s est en fait 1, comme il résultera de 2.a).

Par contre, on a Axe*(3,4). [/] 0 car l'axe de tout triplet de /
passe par N, qui n'est pas dans l'hyperplan fixé.

ii) Z e Axe*Ag(G). [HJ
Le cycle (3,5) des droites coupant un solide fixé de P5 engendre

Aq(G). On a

Axe*(3, 5). [JEfJ [/] - en

En effet, le solide coupe P4 en un plan P; N et P engendrent donc un
P3 dans P4. Dans ce P3, il y a la courbe C V' n P3 et le plan

n P3. Bien sûr, N n'étant pas sur Jfl5 n'est pas sur
On cherche donc les triplets doubles en N, le troisième point étant sur

n C. Il y en a donc n, avec une multiplicité éventuelle.

iii) Z g Axe*Ag(G). [#2]
Le triplet double en N devant avoir deux points sur et

(par définition de [ff2]), on a

l.[tf2].[J] 0

puisque A n'appartient ni à ni à Jf2.
Ceci prouve que pour tout Z dans Aq(A13 P5), le degré du 0-cycle

z* [ Uj ]. Z est de la forme un + v où u et v sont des constantes ne

dépendant que de Z.

d) Conclusion. Soit V une surface non-singulière de P5 et <D/C le schéma

relatif associé (IV.l.a). Si on pose Ü C et U C*, les hypothèses de la

proposition 1 sont vérifiées pour O/C. Pour a) cela résulte de la proposition

9 ii). Pour b), de la proposition 10 ii). Enfin <D/C* est fc-plat, car
isomorphe au produit V x C* (voir remarque 1). On peut ainsi appliquer
la proposition 1.

On a donc l'équivalence rationnelle dans Hilb3 P5 :

[Hilbc3 V] ~ [(Hilb3 4>0)red] [Hilb3 <t0]

D'où, par la proposition 10, l'équivalence rationnelle
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[Hilbc3 F] ~ [Hilb3 F'] + £ [F,].
7=1

En regardant alors les évaluations faites en b) et c), il vient la

Proposition 11. Soit V une surface non-singulière de P5, d'invariants

(n, d, t9 8). Pour tout cycle Z de A2(Al3 P5), la formule trisécante donnant

le degré du 0-cycle

Z. i* [Hilbc3 F]

est de la forme

T(F) a,n + a2 ^ + a3 Q + a d($n + y) + ô(un + u)

où a1,a2,v sont des constantes ne dépendant que de Z.

2°) Trois formules

a) Pour une surface V de P5, commençons par regarder le nombre de

trisécantes à V rencontrant un plan n fixé. Par définition, ce nombre

T(V) est le degré du 0-cycle Axe*a2. i* [Hilbc3 F] où comme toujours

i : Al3 P5 Hilb3 P5

est l'injection canonique et cr2 e A2(G(1, 5)), le cycle des droites coupant un

plan fixe.

Vu la proposition 11, ce nombre est de la forme

T(V) - apn + a2 + a3 + a t A d(ßn + y) + 5(un + v)

où n, d, t, 5 sont les invariants de V.

Soit alors V la réunion de V et d'un plan P disjoint. On constate que
Hilb3 V est formé de quatre « composantes » disjointes, avec des notations
évidentes :

Hilb3 V Hilb2 V x P Fx Hilb2 P Hilb3 P

Quelle va être la contribution de chacune de ces composantes dans T(F)?
Pour la première et la dernière, c'est clair: c'est respectivement T(F)

et T(P) a1 (car pour P, n 1, d t 8 0). La troisième composante
n'apporte aucune contribution puisqu'elle est disjointe de Al3 P5 : un triplet
aligné ayant deux points dans P est dans P puisque P n F 0
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Reste à trouver la contribution de la deuxième composante. C'est le

nombre de sécantes à 7 coupant à la fois les plans P et n. Mais si

a2 (2, 5) est le cycle dans Ä(G( 1, 5)) des droites coupant un plan fixe,
la formule de Pieri donne

ai - (0, 5) + (1, 4) + (2, 3).

On obtient donc Axe*a2. i* [Hilb2 V x P] comme somme du

i) nombre de sécantes à V passant par un point fixe de P5,

ii) nombre de sécantes à V contenues dans un P4 et coupant une droite
de ce P4,

iii) nombre de sécantes à 7 contenues dans un P3.

Ces trois nombres sont respectivement :

i i) 8, car c'est le nombre de points-doubles impropres de la projection
[ de 7 sur un P4,

\ ii) d, car c'est le nombre de points-doubles de la courbe 7 n P4 projetée
\ sur un P2 par une droite de P4 (et le lieu double F de 7 projeté
I sur un P3 par une droite de P5 est de degré d),

y iii) car il s'agit de trouver une droite passant par deux des

n points de 7 n P3.

Les multiplicités sont toutes 1 car P est choisi générique. Ainsi on a

T(V) T(V) + a1 + 8 + d 4- sencore, puisque les invariants de V

sont (lemme 13, Annexe 5)

n n + 1 K — d + n, t t + d, S 8 + n,

la relation

a^n+1) + a2^
^

^ + a3 ^
^

^ + a(t-\-d) + (d + n) (ß(n+ l) + y)

+ (b + ri)(u(n+ l) + t>) a {n + a2 + a3 ^ + a t + J(ßn + y)

+ S(un + v) + a1 + 8 + ^ + fj.
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Mais l'Annexe 5 permet d'identifier et on obtient donc par

— identification de 8 : u 1,

— identification de d: oc + ß 1.

— identification de n :

Il reste alors à trouver quatre autres équations. On remarque d'abord que ni

un plan ni une quadrique de P3 (plongée dans P5) n'ont de trisécante

coupant un plan fixe, d'où T 0 pour ces deux surfaces. Par suite,

ax — 2a1 + a2 0.

Maintenant, soit S(2, 2) e P4 l'intersection complète de deux quadriques
et considérons-la comme plongée dans P5. On a T 0 pour cette surface

car pour raison de degré, une trisécante est l'une des 16 droites qu'elle
contient et aucune ne coupe le plan n fixé. De même la surface de Veronese

(plongement de P2 dans P3 par ùp2(2)) est intersection de quadriques et ne
contient pas de droite. On a donc aussi T 0 pour cette surface. Leurs
invariants (n, d, t, 8) étant respectivement (4, 2, 0, 0) et (4, 3, 1,0) (cf. Annexe 6),

on obtient les deux équations

f4Q- i 4- 6a2 4a 3 -f- 8ß + 2y 0

(4ax -f- 6a2 4" 4a3 + oc + 12ß -)- 3y 0.

Jointes aux équations précédentes, on obtient un système inversible dont la
solution est

On a donc montré le

Théorème 3. Soit V une surface de P5 d'invariants (n, d, t, 8).

Alors le degré du 0-cycle Axe*cr2 i* [Hilb3 F] de Al3 P5 (nombre de
trisécantes à F coupant un plan fixe) est

Remarque. On trouve ainsi, par exemple, 0 pour la surface intersection
complète de trois quadriques, ce qui est évident

b) Cherchons maintenant le nombre de tangentes à V recoupant V
et un P3 fixé de P5. C'est le degré T(F) du 0-cycle

a2 — 0 a2 — 1 oc — 2

y 2 u 1 v -2.
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[ß] Axe*^ z* [Hilbc3 F]

où g1 e v41(G(l, 5)) est le cycle des droites coupant un P3 fixé et Çè l'hyper-
surface de Al3 P5 formée des triplets non simples.

Toujours d'après la proposition 11, ce nombre est de la forme

Q-iïi + ci2 ^2^ U3 (^j + czt + J(ßn + y) + 5(un-\-v).

Comme en a), soit F la réunion de F et P où P est un plan disjoint
de F. On a Hilb3 F comme réunion disjointe de

Hilb3 F Hilb2 F x P Fx Hilb2 P Hilb3 P

Les contributions des première, troisième et quatrième composantes dans

T(F) sont, comme en a), respectivement: T(F), 0 et T(P) a1.
Reste à trouver la contribution de la deuxième composante. Ce sont

les tangentes à F coupant à la fois P et le P3 fixé. Mais dans

A\G{ 1, 5)), par la formule de Pieri, on a

a,. a2 (1, 5) + (2, 4).

De sorte que cette contribution se décompose en

— les tangentes à F coupant une droite de P5 : c'est le nombre v de

points-pince d'une projection sur un P3 par une droite de P5,

— les tangentes à la courbe FnP4 rencontrant un P2 fixé de ce P4 :

c'est la classe de cette courbe, donnée par n(n — 1) — 2d ([34], p. 190).

Les multiplicités sont 1 car P est choisi générique. Comme on a v 2d

— 25 (Annexe 6), on trouve donc finalement la relation

T(F) T(F) + a1 + n(n— 1) - 25

En l'écrivant explicitement, vu que (Annexe 5) n n + 1, 3. d + n,

t t + d, S 5 + n, on obtient en identifiant les termes

— en 5 : u — 2,

— en d : a + ß 0,

f— y — v a2 — a3 + 2 (n= — 1)
— en ïi : ^

[$2 T 2ß + y + 2u + v ~ 0 (n= 1)

Il reste donc à trouver quatre autres équations. Soit S(a, b, c) l'intersection

complète de trois hypersurfaces de degrés a, b, c. Les quatre surfaces suivantes

de P5 n'ont pas de trisécante rencontrant un P3 fixé: 5(2,2,1), 5(2, 2, 2)„
la surface de Veronese et enfin la surface de del Pezzo 55 : c'est l'éclaté de P2
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en quatre points, plongé dans P5 par le système linéaire des cubiques passant

par ces quatre points; S5 est intersection de quadriques et contient 10 droites

de self-intersection — 1.

Pour raison de degré, on a T 0 pour ces quatre surfaces. D'où

(par l'Annexe 6) quatre nouvelles équations.

Jointes aux quatre équations précédentes, on obtient un système inversible

dont la solution est :

(a1 6 a2 — 4 a3 —18 oc —12

|ß 12 y -36 u -2 v 12

On a donc montré le

Théorème 4. Soit V une surface de P5 d'invariants (n, d, t, 5).

Alors le degré du 0-cycle

[0] Axe*a1. i* [Hilb3 F]

(nombre de tangentes à F recoupant F et un P3 fixé) est

— n(3n2 — lin+ 2) + 12(d(n — 3) — t) — 28(n —6).

c) Enfin, cherchons pour F dans P5 le nombre de tangentes d'inflexion de F.

Pour définir précisément ce nombre, notons que dans Hilb3 P1 ~ P3, les

triplets de support un point forment une cubique gauche BT (C'est le

plongement de Veronese /1— I3 de Hilb1 P1 dans Hilb3 P1). On a donc une
sous-fibration BT de Al3 P5 de fibre 3T0 et donc \ß"\ est dans A2(G( 1, 5)).

On définit le nombre de tangentes d'inflexion de V comme le degré

T(V) du 0-cycle \ß"\ i* [Hilb3 F] où comme d'habitude i : Al3 P5 Hilb3 P5

est l'injection canonique. D'après la proposition 11, T(F) est de la forme

(n\ (n\
axn + a2

^
+ 03 I3) + at + ^n + ^ + ^un + ^ *

Comme précédemment, on regarde la surface F F u P où P est un plan
disjoint. Un triplet de support un point est dans F si et seulement si il est
dans F ou dans P. Donc

T(V) T(F) +

car T(P) ax. En identifiant, comme en a) et b), il vient

fu 0 (a2 + 2ß + y + 2u -h v 0 (n 1)

[oc + ß 0 y - v a2 - a3 (n= — l).
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Reste à trouver quatre autres équations. Or on a démontré ([26], 4.d)

qu'une droite isolée de V contribue dans T(V) de —3(2 + /) où le Z est sa

self-intersection. Les quatre surfaces 5(2, 2, 1), 5(2, 2, 2), Veronese et del Pezzo

5 5 (vues en b) contiennent respectivement 16, 0, 0, 10 droites et elles sont de

self-intersection —1. Comme ces quatre surfaces sont des intersections de

quadriques dans P5, elles n'ont pas d'autre trisécante que les droites qu'elles
contiennent ; ainsi pour ces surfaces, T est égal respectivement à

— 48, 0, 0, — 30. On obtient donc comme en b) quatre nouvelles équations.
Jointes aux quatre précédentes, on obtient un système inversible dont la
solution est

On a donc démontré le

Théorème 5. Soit V une surface de P5 d'invariants (n, d, t, 8).

Alors le degré du 0-cycle \ß"\ i* [Hilbc3 V~\ (nombre de tangentes d'inflexion
de V) est

De plus, si V contient un nombre fini de droites, la « contribution » d'une

droite de self-intersection l dans ce nombre est — 3(2 + /).

Naturellement, seuls les cas N 6 et N 7 vont nous intéresser car
au-delà, il n'y a génériquement plus de trisécante à une surface.

1°) Retour à P5

Nous allons voir qu'une formule trisécante pour une surface de PN, N > 5,

est de la même forme qu'une formule trisécante pour une surface de P5.

Précisément, on a la

Proposition 12. Soit N 6 ou N 7. Soit V une surface non-

singulière de PN, n son degré, 8 le nombre de points-doubles impropres

apparents au-dessus d'un P4, d le degré de la courbe double apparente
au-dessus d'un P3 et t son nombre de points-triples.

a2 —48 a3 24

y 84 u 0

a 12

v — -12

2n(2rc2 — 18n + 25) + \2{t-h-d{n-l)).

V) Trisécantes dans PN, N > 5
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