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26 P. LE BARZ

d) Conclusion

Soit S une surface de P4 à singularités ordinaires et E/C le schéma

relatif associé défini en I.3.b. Posons Ü C et U C*. Nous allons voir
que les hypothèses de la proposition 1 sont satisfaites pour le schéma relatif
Z/C.

Pour a), cela résulte de la proposition 4ii). Pour b), cela résulte de la

proposition 6 ii), chaque composante de Hilb3 X0 étant génériquement réduite.
Enfin le schéma X/C* est isomorphe au produit S x C* par construction même

(remarque 3). Donc par la remarque 1, X/C* est /c-plat, puisque S c= P4

n'a que des singularités ordinaires. L'hypothèse c) de la proposition 1

est donc satisfaite.

La proposition 1 donne alors l'équivalence rationnelle dans Hilb3 P4 :

[Hilb;? S] ~ [Hilb' Z0]

Or par la proposition 6 i), on a l'égalité des cycles :

[Hilb' Z0] [Hilb' S'] + [S^] + [S3]

D'où pour n'importe quel cycle Z de A3(Al3 P4), l'égalité des 0-cycles :

Z. i* [Hilb3 S] Z. i* [Hilb3 S"] + Z. i* [S^] + Z. i* [S3]

Des lemmes 3, 4 et 5 résulte alors aussitôt la proposition 5 que l'on cherchait
à prouver.

III) TrISÉCANTES DANS P4 : LES CALCULS

Soit S une surface de P4 d'invariants n, d, t (notations du § II). On va
donner deux formules trisécantes pour S, supposée à singularités ordinaires
dans P4.

1°) Tangentes à S recoupant S et une droite fixée.

Nous cherchons le degré du 0-cycle

[0] Axe*a2. Z* [Hilb3 S]

où comme d'habitude, i : Al3 P4 c» Hilb3 P4 est l'injection canonique. Ici,
@ a Al3 P4 est l'hypersurface des triplets alignés non simples et a2 (1, 4)

est le cycle de Z2(G(1, 4)) des droites de P4 coupant une droite fixe À.

D'après la proposition 5, ce nombre est de la forme
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T(S) a^n + a2 + a3 + at + d{ßn + y).

a) Avant de commencer le calcul des six coefficients, regardons le cas où S

est singulière avec 8 points-doubles impropres. Soit 0 l'un de ces points.

Il engendre avec À un plan P recoupant S en n — 2 autres points et non pas

n — 3 (voir IV.l.c.i). Or chacune des n — 2 droites joignant 0 à l'un de

ces n — 2 points est une droite coupant S suivant un triplet non simple

(car double en 0). C'est une « fausse » tangente à S. Donc il faudra, pour
avoir le nombre de «vraies» tangentes à S, retrancher de T(S) ces 8(n —2)

fausses tangentes par les points-doubles de S. Mais il faut le faire bien sûr

en comptant la multiplicité.
Un calcul montre alors (Annexe 8) que cette multiplicité est 2. C'est

tout à fait analogue au fait que la classe d'une courbe plane avec 8 points-
doubles ordinaires est n(n— 1) — 28 puisqu'on doit retrancher les droites,

comptant deux fois, qui passent par les points-doubles.

b) Soit alors S la réunion de S et d'un plan P générique de P4. Essayons
d'évaluer T(S). D'après le lemme 9 (Annexe 1) Hilbc3 S se décompose en

quatre composantes (réduites)

iHilb3

S

Hilb2 S0 x P0

S0 x Hilb2 P0

Hilb3 P

où S0 S — P et P0 P — S; la barre est l'adhérence dans Hilb3 P4.

On a donc, si i : Al3 P4 c> Hilb3 P4 est l'injection canonique,

i* [Hilb3 5]

i* [Hilb,? S] + i*[Hilb2S0xP0] + i* [S0 x Hilb2 P0] + i* [Hilb2 P]
Pour obtenir T{S), on intersecte avec \ß~\ Axe*a2 dans A'(Al3 P4). Le premier
terme va donc donner par définition T(S) et le dernier T(P). Le troisième
terme, lui, va donner 0 car une droite dans P ne recoupe pas une droite
fixée générique.

Reste à voir la contribution du deuxième terme. Rappelons qu'on cherche
des triplets non simples. Deux cas sont à distinguer :

— ou le point-double est sur Set le point simple sur P,
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— ou deux points simples sont sur S et le point-double provient de la

rencontre avec P en l'un des points-simples.

4/
Deuxième cas

Dans le premier cas, le nombre cherché est n(n— 1). En effet, il s'agit
du nombre de tangentes à S coupant un plan P fixé et une droite fixée.

Par la formule de Pieri, on a dans Ä(G( 1, 4)) :

(I5 4). (2, 4) (0, 4) + (1, 3).

Il s'agit donc du nombre de tangentes à S passant par un point fixe 0
plus le rang (i^) d'une section hyperplane. C'est donc v + 28 d'une part
(il faut bien compter, et avec multiplicité 2, les 5 fausses tangentes à S

passant par 0 et l'un des 8 points-doubles impropres de S) et d'autre part
p1 n(n — 1) — 2d ([34], p. 190) car une section hyperplane de S a degré n

et à points-doubles apparents.
Soit au total n(n— 1) car 2d v + 28 (cf. Annexe 6). La multiplicité

est 1 car P est choisi générique.

Dans le deuxième cas, vu ce qu'on a dit au début de ce paragraphe,
il s'agit de « fausses » tangentes à S par l'un des n points d'intersection de P

et S. Donc on doit les compter 2n(n+l — 2) puisque S est de degré n -f- 1.

Au total, la contribution du deuxième terme dans T(S) est 3n(n— 1).

On a donc montré la relation

T{S) T(S) + T{P) -h 3n(n — 1),

soit en utilisant le lemme 13 de l'Annexe 5 :

Premier cas
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a^n+1+ a2^ + 03 ("3 ^ + ^t + d) + (d + ") (ß(" +!) +

axn + a2 (^j + a3 ^ + at + d($n + y) + + 3n(n-l).

(Il vient T(jP) a1 car alors n 1, d t 0). Or le lemme 12 (Annexe 5)

permet d'identifier les coefficients ce qui donne :

pour d: a + ß 0

f — y a2 — a3 + 6 (on a fait n — 1)
pour n.

+ 2ß + y 0 (on a fait n 1).

Il reste à trouver trois autres équations. On remarque tout d'abord que ni

un plan, ni une quadrique de P3 plongée dans P4 n'ont de trisécante

rencontrant une droite fixe. On a donc T 0 pour ces deux surfaces, soit

ax 2ax + a2 0. Ensuite, la surface S(2, 2), intersection complète de deux

hyperquadriques de P4, vérifie T 0; car pour raison de degré, une tri-
sécante est l'une des 16 droites qu'elle contient et aucune ne rencontre
une droite fixe. Mais on connaît n, d, t (Annexe 6) d'où

4a1 + 6a2 + 4a3 + 2(4ß + y) 0

Ces six équations ensemble forment un système inversible dont la solution est :

0 a2 0 a3 — 6

a — 6 ß 6 y —12

On a donc démontré (vu a)) le

Théorème 1. Soit S une surface à singularités ordinaires de P4,
d'invariants n, d, t. Alors le degré du 0-cycle

[ß~\ Axe*<j2 • i* [Hilb3 5]

(nombre de tangentes à S recoupant S et une droite fixe) est

Et les 8 points-doubles impropres éventuels de S contribuent de 28(n-2)
dans ce nombre.
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2°) Tangentes d'inflexion coupant un plan fixé

Nous cherchons cette fois le degré T(S) du 0-cycle

\ß~\ Axe*^ i* [Hilbc3 S]

Cette fois, ZT c= Al3 P5 est la sous-fibration en 0 c Hilb3 P1 formée des

triplets alignés de support un point. {3T0 a la structure d'une cubique gauche
dans Hilb3 P1 ~ P3). Le cycle a1 de A1(G(1, 4)), encore noté (2, 4), est formé
des droites coupant un plan n fixé.

Toujours d'après la proposition 5, le nombre T(S) est de la forme

a) Avant de chercher les six coefficients, regardons le cas où S est singulière
avec 5 points-doubles impropres.

Soit 0 l'un de ces points. Chacun des plans tangents Px (resp. P2)
à S en 0 coupe le plan n fixé en un point m1 (resp. m2). Les deux

triplets alignés de support {0} et d'axe Oml (resp. Om2) sont dans S et

interviennent donc dans T(S). Cependant, ces droites sont de « fausses »

tangentes d'inflexion. L'Annexe 8 b) montre qu'elles comptent avec multiplicité 3.

On devra donc retrancher de T(S) le nombre 68 de façon à obtenir le

nombre de « vraies » tangentes d'inflexion. Ceci est analogue au fait que pour
une courbe plane ayant seulement 8 points-doubles ordinaires, on doit
retrancher 68 à 3n(n —2) pour avoir le nombre de « vrais » points d'inflexion

b) Soit, comme en 1), S la réunion de S et d'un plan P. On obtient,
avec les mêmes notations :

i* [Hilb3 S] + i* [Hilb2 S0 x P0] + i* [50 x Hilb2 P0] + ** [Hilb3 P]

Pour obtenir T(S), on intersecte avec \ß"\. Axe*ax ; le premier terme

va donc donner par définition T(S) et le dernier : T(P) a1. Reste à voir
la contribution des deuxième et troisième termes.

D'après a), elle est de 3n pour chacun d'eux. En effet, pour chaque point
d'intersection 0 de S et P, il y a deux triplets alignés de support {0}
coupant un plan fixe k : l'un dans T0S et l'autre dans P ; et chacun compte,

vu a), avec la multiplicité 3. On a donc montré la relation

([34], p. 78).

i* [Hilb3 S]
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T(5) T(S) + ax + 6n,

soit comme précédemment :

afn + 1) + ^2^2^ + "3 + oc(f + d) + (d + ri) (ß(n+ l) + y)

axn + a2 + a3 (*^J 4- at + d(ßn + y) + a1 + 6n

Grâce à l'Annexe 5, on peut identifier comme précédemment en d et n,

d'où

a + ß 0, — y a2 — a3 — 6 et a2 4- 2ß + y 6

comme équations.

Il reste à en trouver trois autres. La surface S(2, 2) contient 16 droites

dont aucune ne coupe un plan fixe ; donc T(S(2, 2)) 0. D'où comme plus
haut: 4a1 4- 6a2 4- 4a3 4- 2(4ß + y) 0. Enfin, par un calcul énumératif

simple (Annexe 9), on a T(S(2, 3)) 60 et T(S(2, 4)) 192 d'où deux
dernières équations :

6a1 4- 15a2 4- 20a3 4- 6(6ß + y) 60 car on connaît (n, d, t)

8ax 4- 28û2 4- 56a3 4- 12(8ß + y) 192 pour ces surfaces (Annexe 6).

Ces six équations ensemble forment un système inversible dont la solution est

a1 — 3 a2 — 6 a3 12

a 6 ß=—6 y 24

On a donc démontré, vu a), le

Théorème 2. Soit S une surface à singularités ordinaires de P4,

d'invariants n, d, t. Alors le degré du 0-cycle \ßT] Axe*«?!. z* [Hilb;? S]
(nombre de tangentes d'inflexion à S coupant un plan fixe) est

n(n — 4) (2n — 1) + 6(t-d(n-4)).
Et les 8 points-doubles impropres éventuels de S contribuent de 68
dans ce nombre.
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