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64 A. HELVERSEN-PASOTTO

Théorème 1. L'unité et les éléments b(y), avec y g X, forment une

base de l'espace vectoriel sous-jacent à l'algèbre Aa. La structure d'algèbre

s'exprime par la relation suivante :

(5) b(Yi) b(y2)

+ q~\q-iy2(ay^)(- 1) gia-hh) £ Y(— 1Y~ 1)^(y)
Y

pour y1, y2 g X ; on somme sur y g X.

§ 4. Rappel de la table des caractères de G

CALCUL DES VALEURS DES CARACTÈRES DE G SUR LES GÉNÉRATEURS DE Aa

Les caractères sont en « dualité » avec les classes de conjugaison.
Correspondant aux quatre « types » de telles classes, il y a quatre « séries »

de caractères. Toute la situation se résume dans le tableau suivant:

caractères Xq
V xA

classes de conjugaison

paramètres p e A peA

p, u e X
p F u

modulo
(p, u) ~ (u, p)

Ae Y

modulo
A ~ A9

représentant

diviseurs
élémentaires

(:
Il £5

£5

a e Fx n2(«) q p2(a) (q +1) pu(fl) (<7-l) Ma)

(: :)
1

(.X-a)2 a e Fx H2(û) 0 pu(fl) -Ma)

C9
1

(X-a) (X-d)

a, de Fx
a F d

modulo
{a, d) ~ (4 a)

Mad) Mad)
p(ûr) u(4)

+ p(4) u(ff)
0

/ 0 N(x) \
V-l Tr(x)J

1

X2-Tr(x)X+N(x)

xeEx
x $ Fx
modulo
X ~ xfl

H(NW) -H(NW) 0 -(A + Aq) (A
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Ici E désigne le corps fini a q2 éléments, Tr (resp. N) dénote la trace

(resp. norme) de E sur F, i.e. pour xeE, on a

Tr(x) x + xq et N(x) x xq,

Y désigne le groupe des caractères de E x.

Une des nombreuses références pour le calcul des caractères de G est [9].

Pour tout caractère x de G, nous désignons aussi par % l'extension par
linéarité de x à C [G] et nous nous proposons d'en calculer la restriction

à la sous-algèbre Aa. Pour l'unité e de Aa, on obtient

l(e) x(e9) PETT Z 0(fe_1)xW <6,Resgx> <Indg0,x>
I H I heH

et d'une manière explicite :

X(e) q'Kq-l)'1 £ â(a) \j/(b) x(c(a) u(b)), aeFx,beF+ ;

a,b

or la suite des diviseurs élémentaires de c(a)u(b) est 1, (X — a)2, si b / 0,

et X — a, X — a, si b 0, pour a e Fx, b e F+, d'où:

%(e) 4"\<1~ 1)'"1 E ü(0) MP) ~«)2) + E &(fl) X(X~a,X-a))
a,b± 0 a

a, be F; mais \|/ étant un caractère non-trivial de F+, on a

£ y\f(b) — 1,b e F, d'où
bf 0

X(e) q-'iq-iy1Z ôc(a) h(X-a,1, (X-a)2)] a e F*
a

En utilisant la table des caractères, on obtient, pour \i,v e X,

xi(e) 0, x£(e) S(a_1 n2X Xn,u(e) 5(OTV)

et Xa(^) ô(a-1X), où X dénote la restriction de A à fx, pour A e Y.

D'après [2], Corollaire 1.2, les homomorphismes d'algèbres de Aa dans C
sont donnés par les caractères x de G, tels que %(e) 1. Nous calculons,-
dans la suite, leurs valeurs sur les générateurs b{y) de Aa avec y e X.

Lemme 1. Soit x un caractère de G et y e X ; on a

x(%))

q~\q-ï)~2r(-l) Z (a-1Y~2)(a)Y(c) Wa_1*>)x(l>-X'2-&X" + c),
a, ceF x
beF +

ici a dénote le caractère central fixé.
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En effet, on a %(b(y)) (4 — 1)
1 Z ï(a)%(a)> a G ^ X

a

Or

ù(a) ed(a)ze q~2(q — l)-2 Z a(a1a2) + ^2)c(aiM^iM(a)zc(fl2M^2)
a\, a2,b\,b2

q~2(q-1)_1 S â(a1)\i/(è1+b2)c(a1)M(fc1)i(a)zM(b2), a^aie Fx,fc1,b2eF+
ai,bi,b2

La suite des diviseurs élémentaires de c^) w(^1) d(a) z u(fr2) est égale à

1, X2 - a1(b1 + b2)X - afa, pour al5 a eFx, bx,b2e F + d'où

%(b(a)) q~1(q — l)~1 £ ä(ax) y\f(b) %(l, X2 — afioX — a\a), ax g Fx, ù g F+
ai, b

q-'iq-iy1 Z â(a1)^(ar1b)x(l,^2-^-«?«).«ie-FX'beF +
-

a i, b

On obtient donc

x(b(y)) q'\q-iy2Z y(a) ^(a^b) x(l X2
a,ai,b

q-^q-iy2Za(a T ') Y(- a i" 2c) ^(a r ^ Xd, *2 ~ *>* + c)
ai,c,b

q~\q-i)~2y(-i) Z (a_1 y~2)(«)y(c) t(«_1fc)x(i>
a,c,b

ce qui prouve le lemme 1.

Proposition 2. Les valeurs des caractères de G sur les générateurs

de A sont données par :

Xl(e)X,!(Wy)) 0,

Xl(e) 5(oc-V2),X^(Y)) «~I(«-l)_1S(a"V),y(-l)0(YH)2»

Xn,u(e) 5(a"V»).Xn,«(%)) 1)"^(a"V) (aY) (-1) 0(YH) 0(Y«),

XA(e) 5(a~ 'X), Xa(My)) -<T d"1 5(a"xX) (ay) (-1) G(y*A) ;

ici p, i), y g X, oc caractère central fixé, A e Y ; X dénote la restriction

de A à Fx et y* dénote le composé de y avec la norme de Ex

sur Fx ; la somme de Gauss G(Ay*) est définie par

G{Ay*)Z (aY*) (*) ^(Tr(x)) •

xgE x

Démonstration. Les valeurs sur l'unité e ont déjà été calculées au début

du paragraphe. De xid> X2-bX + c)p(c), pour tout b e ce F".

p e Xon déduit que xJ(My)) °> Pour tout



REPRÉSENTATION DE GELFAND-GRAEV 67

D'après le lemme 1, on obtient

«(%))= q'^q-iy2y(-l) Z (et'1 y'2)
a,c,b

d'après la table des caractères, on a

X5(l ,X2-bX + c)

0

n(«ia2)

— |i(N(x))

SI X2-bX + c

(X — a)2 avec aeFx
(X — a1(X — a2)) avec al9 a2 e Fx, ^ a2

(X — x)(X — xq) avec xeEx—Fx

d'où

X&;(%))= qHq -l) 2 y( — 1) x Z (a 1 f 2(a)) Y(ßia2) Vi + «2)) H(«i «2)
^ a

a 1 =^«2

- ç-^-l)"2 y(— 1)4 Z (a"1 Y~2) (a) y(N(x)) \j/(a~'Trfx^Nlx)),
a

xfxi

ici l'on somme sur a, al9 a2e Fx et x e Ex. On ne change rien à la valeur
de %q(b(y)) si dans les sommations on enlève la restriction a1 ^ a2 et

x ^ xq. Après un changement d'indices de sommation, l'on obtient

X^(y)) q'Kq-iy2 Y(-l)h Z (a"1 H2) («) Y(«i«2) t(«i + «2)

- Z (<*~V) («) Y(N(x))\|/(Tr(x)) n(N(x))), x

q Hq-Ï) 1 Y(-1) 5(a 1 p2) - YP)2-G((YP)*)]

où G((yh)*) Z (YP) (N(x)) \|/(Tr(x)). D'après le théorème de Davenport
xeE x

et Hasse [3], on a G((yp)*) — ^(yji)2, d'où

%l(b{yj) q'Ki-ir1Y(-I) 5(a_V2) YIO2 •

Le calcul de u(My)) est plus facile, on obtient, d'après le lemme 1 et
la table des caractères
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%H,JHy)) q Hq-l) 2 y(— 1) E (a 1
Y 2) (a) yOg^) \|i(a 1(a1+a2))\^a1)

a,ai,a2

a, al9 a2 e Fx

=«-1(«-1)"2(yhu)(-1) E (a"Vu)(a)(Yn)(c1)(yu)(c1)*l/(c1 + c2),
a,ci,C2

a, c1,c2eFx
y) (-1) 8(a" Vu) ^(yjli) gf(yi)) ;

le calcul de Xa(^(y)) est analogue et est laissé au lecteur. La démonstration
de la proposition 2 est ainsi terminée.

Remarque 1. Soit % un caractère de G tel que %(e) 1. Un tel caractère
définit un homomorphisme d'algèbres de Aa dans C, comme on l'a déjà
remarqué, c.f. [2]. On a donc

x(H'Yi))x(Hy2))x(b(Yi)b(y2)),

pour y l7 y2e X, et la relation (5) du théorème 1 donne ainsi lieu à

l'identité suivante :

(5)z x(b(ji)) x(b(y2)) q~\q-
+ q~\q-i)"2(aYiY2) (-1) sr(ayiy2) E y(- 0(yiY~ ')

Y

pour Yi, y2 e X, sommation sur y e X.

Remarque 2. En spécialisant la remarque 1, pour % %q (resp. % %n,v,

resp. x Xa) avec tel que p2 oc (resp. avec p, v e X tels que

p^v et pv oc, resp. avec A e Y tel que A ^ Aq et X a) et en

appliquant la proposition 2, on obtient les identités suivantes :

(5)« g{yiv)2 qiyiv)2 i) 8(YIY2I-I2)

+ («-!)"1 â,(YiY2H2)Eâ'(YiY-1)9,(Y2y_I)â,(^Y)2ï
Y

resp.

(%, v g(Yin)f?(ïiv) éf(y2n) 0(y2v) q(q -1) 5(yiY2hv) (hv) -1)
+ (q-1)-1 g{y%y2nv)E S(YiY_1) 0<Y2Y~ ') i?(^Y) g(vY).

Y

resp.

(5)a G(y *A) G(y fA) q(q -1) öfyiYz*-) K 1)

-{q-1)"1 g(y1X2^)E0(yiY~ *) g(y*A)
Y

pour Yi, y2 e X, sommation sur y e AT.
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Remarque 3. On observe que les identités (5)M,U [resp. (5)A] considérées

pou, tous les P.V6X [resp. A er] contiennent l'idendté (5)« comme cas

particulier « dégénéré », correspondant à \x v [resp. A — A*, A P

Remarque 4.Pour tout ß e X, on a S(ß) g(ß) - 1. Les identités peuvent

donc s'énoncer sous la forme suivante :

(5) {q-1)-:1 X g(YiY~')0(Y2Y"') S(VY)
^'V

Y

fl(Yitt)g(YiV)fl(Y2^)g(Y2v) + _ 1} 5(YlY2pv) (jiv) -1),
fif(YiY2Pv)

pour tous Yl, Y2 > Mb v 6 A) sommation sur Y 6 X,et

(5)a - (q-1)"1E d(YiY"')0(Y2Y"') G(Y*A)
Y

G(Y*A) G(Y fA)
+ ^-1) 5(YlY2X) M -1),

0(YIYA)

pour tous Yl, Y2 e X,Ae Y,sommation sur y e X, X dénote la restnction

de A à F x.

Nous reconnaissons ainsi les identités (i) et (iv) du théorème 1 de notre

publication [4], dont nous rappelons l'énoncé ci-dessous, et nous voyons bien

comment la série principale (resp. discrète) de caractères Xn, v (resp. Xa)

amène aux identités de Barnes (i) (resp. (iv)). Ceci termine la première

partie de cet article.

Rappel du théorème 1 de [4]. Soit F (resp. F2, resp. F±) le

corps fini à q (resp. q2, resp. qA) éléments; on note F2X (resp.

FÏ) le groupe multiplicatif de F2 (resp. et on se fixe un caractère

non-trivial exp du groupe additif F+. Pour un caractère et de F on

pose

Gfa)g(a)X a(a) exP (a) >

a

où l'on somme sur tous les aeF*. On note Tr2 (resp. Tr4) la trace

de F2 (resp. FJ sur F, et l'on note N (resp. N4/2J la norme de

F2 sur F (resp. F4 sur F2). Pour un caractère A de F 2,
on note G2(A) la somme de Gauss suivante

G2(A) X A(x) exp (Tr2(x))
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où Von somme sur tous les x e F 2. De manière analogue, pour un caractère
® de F4, on pose

G4(0>) X a>(z) exp (Tr4(z)),
z

où Von somme sur tous les z e F 4. On a les cinq identités suivantes :

(i) Pour quatre caractères a1,a2,a3,a4 de Fx, on a

(q-1)" 1 E 0(ala) 0(a2a" *) Ôf(a3«) *)
a

0(aia2) 0(a2a3) 3(a3a4) 0(a4ai)
+ 1) Sla^ajcO (oe^) (-1),

^(oc 1OC2OC3CC4)

ici Von somme sur les caractères a de F x
;

(ii) powr tzn caractère Q) de F£, on a

GJ®q+1)
- te+ir^G^CAoN^)) * ; + ^-l)ô(cp)O(80)?

A 0(<P)

z'cz /'on somme sur les caractères A de F % dont la restriction à Fx
soit triviale, s0 dénote un élément de F2 tel que s g-1 — — 1 ;

cp dénote la restriction de <P à Fx ;

(iii) pour A1,A2 caractères de F2, on a

(q-iyl E G^A^aoN)) G2(A2(aoN)"*)
a

G2CA4A2) G2(A1A|)

g(k iX2)
+ ^-1) ô(^2)^(-l),

z'cz À,! fresp. À,2>) désigne la restriction de Ax fresp. A2) à

Fx, Von somme sur tous les caractères a de Fx ;

(iv) pour a1?a2 caractères de Fx, A caractère de F2, on a

-(q-l)"1E ^(aia) 3(a2a) G2(A(a°N)_1)
a

_
G2(A(a1oN)) G2(A(«2qN))

gr(a1a2X)
+ 4(9-1) ô(a1a2A.) X(-1),

ici A, désigne la restriction de A à Fx, l'on somme sur tous les

caractères a. de F* ;
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(v) pour Al5A2 caractères de Fon a

(q+iy1 Y G2(AiA) G2(A2A)
A

gMg(^) G2(AiA2)
1} x } 1} (AiA2) (s0)

0(^2)

ici Xi (resp. X2)dénotela restriction de Aj. (resp. a F

l'on somme sur les caractères A dedont la restriction à F

soit triviale, e0 désigne un élément de tel que
1 -1-

Les cinq identités sont des cas particuliers d'une identité plus générale

qui fait l'objet du théorème 2 de notre publication [4]. La démonstration

se base sur l'étude de certaines algèbres commutatives de degré 4 sur F et

fait intervenir le groupe symétrique des permutations de quatre éléments

ainsi que le groupe diédrale D4 du carré. L'identité générale s'énonce pour

chaque aeD4, mais elle ne dépend que de la classe de conjugaison de ct.

Les cinq classes de conjugaison de DA fournissent les cinq identités de

Barnes.

Dans la suite de cet article nous calculons la trace de l'algèbre Aa

(§ 5) et nous utilisons les identités de Barnes (i) et (iv) pour exhiber les

homomorphismes d'algèbres de Aa dans C indépendamment de la table des

caractères (§ 6). La comparaison de leur somme avec la trace montre que

la liste des homomorphismes est complète et sans répétitions.

§ 5. Calcul de la trace de l'algèbre Aa

I On note Ta la trace de l'algèbre Aa, a eX fixé. Soit B la base de Aa

^ formée par l'unité et les b(y), avec y e X ; pour b e B et a g Aa, on définit

le coefficient <b' | a> dans C par la condition suivante:

a Y <b' \ a > b;
beB

on a, pour tout a e Aa,

FM Y <b' I ab> •

beB

On obtient

Ta(l) dimc(AJ q
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