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THEOREME 1.
base de lespace vectoriel sous-jacent a lalgébre A, .

A. HELVERSEN-PASOTTO

L’unité et les éléments

s’exprime par la relation suivante :

(5)

pour Y.,Y,€ X; on somme sur yeX.

b(y),

avec

b(y,) b(y,) = g "(g—1)"" 8(ayy v2)
+ g Mg—1)" 2 (oyyv2) (= 1) gloyyv2) Y, v(—1) gly1y Dgly2y ™ Hb(y)

§4. RAPPEL DE LA TABLE DES CARACTERES DE G
CALCUL DES VALEURS DES CARACTERES DE G SUR LES GENERATEURS DE A,

vye X, forment une
La structure d’algébre

Les caractéres sont en « dualité » avec les classes de conjugaison. Cor-
respondant aux quatre «types» de telles classes, il y a quatre « séries »
de caractéres. Toute la situation se résume dans le tableau suivant:

x ~ x4

caractéres T ot T v i
classes de conjugaison Lvex Ney
para- WFV €
X neX neXx dul modulo
repré- diviseurs metres modiro A ~ A4
sentant élémentaires (1, V) ~ (U, )
& B X—a X 2 2
5 u Py aekl u(a) q n(a) (g+1) po(a) (g—1) Aa)
1 ,
(g “) g aeF~ u(a) 0 wo(a) — Aa)
a _
1 a, d e F*
a 0 a+d u(a) v(d)
X—a)(X-
(o d) (X-a)(X=d) modulo Wad) | w@d) L) v L
(@, d) ~ (d, a)
1 xeE*
-1 Te() X —Tr(x)X+N(x) modulo u(NG) | —p(NE)) 0 —(A+A9) (v
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Ici E désigne le corps fini a g> éléments, Tr (resp. N) dénote la trace
(resp. norme) de E sur F, i.e. pour x € E, on a

Tr(x) = x + x2 et N(x) = xx?,

Y désigne le groupe des caractéres de E™.
Une des nombreuses références pour le calcul des caracteres de G est [9].
Pour tout caractére ¥ de G, nous désignons aussi par x l'extension par
linéarité de ¥ & C [G] et nous nous proposons d’en calculer la restriction
a la sous-algébre A, . Pour l'unité e de A4,, on obtient

1
1e) = xles) = —— . B~ x(h) = <O, Resffyx> = <Indj 6, x>

IH'heH

3 et d’'une maniére explicite:

we) = ¢ Hg—1)7" ), @) V() xc(a) ub)), aeF*,beF";

a,b

l © or la suite des diviseurs &lémentaires de c(a) u(b) est 1, (X—a)? si b # 0,

$ etX—a X —asib=0pouracF*, beF* dou:

w0) = ¢ Ng—1)"* Y &) ¥d) x(l, (X —a)?) + Y. &a) (X —a, X —a))

" a,b¥F0

B 1 o be F; mais | étant un caractére non-trivial de F*, on a

Y yb) = —1,beF, don

b0
W) = g g—-D)" Y &a) [x(X—a, X—a)—x(1,(X—a)’)], acF™.

En utilisant la table des caracteéres, on obtient, pour p, v € X,

xie) = 0,%40) = 8! ), 7y v(e) = 8(0™ L)

et ya(e) = 8(a”'A), ou A dénote la restriction de A & F*, pour AeY.

D’apres [2], Corollaire 1.2, les homomorphismes d’algebres de 4, dans C
sont donnés par les caractéres y de G, tels que y(e) = 1. Nous calculons,-
dans la suite, leurs valeurs sur les générateurs b(y) de A, avec ye X.

LEMME 1. Soit X un caractéerede G et yeX; ona

x(b(Y))
=q g—-1)"2y(—1) ) ZF (@™ *y~?) (@) v(c) W(a™*b) x(1, X>*—bX +¢),

ici o dénote le caractere central fixé.
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En effet, on a x(b(y)) = (g—1)"* ) v(@)x(a), aeF™.
Or
ba) = eda)ze = ¢~ 2(@—1)"2 Y afaya)) V(b +by)clay)u(by)d(@)zc(ar)u(by)

aj,az,b1,b2

=q g—-17"! Z a(a;) V(by +b,) c(a,) u(b,) d(a)zu(b,), a, , a, € F*,b;,byeF".

ay,bi,b2

La suite des diviseurs élémentaires de c(a,) u(b,) d(a) z u(b,) est égale a
1, X2 — ayb,+b,)X — ala, poura,,acF*,b;,b,e F', d’ou

1b@) = ¢ Hg—1)"" Y aa) W(b) (1, X*>—a;bX —aia),a; e F*,beF".

ai, b

= ¢ Yg—1)"' Y &a) Vai'b) x(1, X*~bX—ala),a, eF*,beF".

ai,b

On obtient donc

wWb) = ¢ Hg—1)"2 Y ola;’)v(@ Wa;'b)x(1, X*—bX —aja)a,a,€ F . bel

a,ai,b
=g g-12 zba(afl)v(—a;%)\T/(a;lb)x(l,XZ—bX+c)
= ¢ Yg—1)"2y(-1) Zb(a-lv—Z)(a) v(e) Wa~'b) x(1, X2 —bX +¢),

ce qui prouve le lemme 1.

PROPOSITION 2. Les valeurs des caractéres de G sur les générateurs
de A sont données par:

xae) = xaub(y) =0,
xie) = 3o 'u2), 1iby) = g Yg—1)" 3@ 'p?) (=1 glyw)?*,
Xy, ole) = 8o tuv), 1y, o(b() = g Hg— 17 8(a” Tpo) (oy) (—1) glvw) g(vv) ,
xale) = 8@ ), xalb(y) = —q g—1) T 3™ (ay) (—1) G(Y*A);
ici p,v,yeX,o caractére central fixé, AeY; L dénote la restriction

de A a F* et vy* dénote le composé de vy avec la norme de E™
sur F*: la somme de Gauss G(AY*) est définie par

GAY*) = . (A7*) () W(Tr(x)).

xeE %

Démonstration. Les valeurs sur I'unité e ont déja été calculées au debut
du paragraphe. De y;(1, X*—bX +c¢) = p(c), pour tout beF*, ceF”™,
i€ X on déduit que x \(b(y)) = 0, pour tout y € X.



REPRESENTATION DE GELFAND-GRAEV 67

; D’aprés le lemme 1, on obtient

b ab0) = 4 Ha—D "2 v(=D)
L

§ daprés la table des caractéres, on a

Y (oc‘f v~2) (a)y(c) W(a™*b) x 41, X*—bX +0);

a b

0
141, X*—bX +c) = wa,a,) si X*—bX+c
— u(N(x))
(X —a)? avec aeF”™

= { (X—a;(X—a,)) avec ay,a,€F* a; #a,
(X—x)(X—x%) avec xeE* —F”

d’ou

b)) = ¢ (g—1)7? v(—l)% Y (et v %) v(asaz) WlaHay +ay)) way a,)

a; Fa

=)D Y @y (@ (NG Fa THOmNG)

xFx9

ici 'on somme sur a, a,, a, € F* et xe E*. On ne change rien a la valeur
de x3b(y)) si dans les sommations on enléve la restriction a; # a, et
x # x%. Aprés un changement d’indices de sommation, I’on obtient

| 1
1Ub(Y) = ¢ Hg—1)7? Y(—l)—z-( Y. (@7 p?) (a) v(aia,) V(a, +a,) pa,ay)

a,a,az

— Y (" *'u?) (@) Y(N)W(Tr(x)) w(N(x))), a, a;, a, e F*,x e E*,

1
=q Yg—1) " y(—1) 8"t p?) 5 La(ym)* — G((yw*)] ,

.

{: ou G((yw*) = ), (yp) (N(x)) W(Tr(x)). D’aprés le théoréme de Davenport
1 xeE *

- et Hasse [3], on a G((yw)*) = —g(yH)?, d’ou

£

xUb(y) = ¢ Hg—1)" " y(—1) 8o~ *p?) glyw)* .

B ¢ calcul de A, o(b(y)) est plus facile, on obtient, d’aprés le lemme 1 et
la table des caractéres |
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Ao@) = ¢ gD 72 v(=1) Y (@ * 772 (@) vaia,) Wa” Hay +ay)) pay) §

a,aj,az

a,a;,a,e F*,
= q Mg—D2(ywo) (=1) Y (e 'po) (@) (vw) (c1) (yv) (c1) Wley +¢5), B

a,c1,C2

a,c,,c, e F*
= q q—1)"Hoy) (—1) 8(c™ ') glyp) g(yv) ;

le calcul de y,(b(y)) est analogue et est laissé au lecteur. La démonstration
de la proposition 2 est ainsi terminée.

Remarque 1. Soit ¢ un caractére de G tel que y(e) = 1. Un tel caractére
définit un homomorphisme d’algébres de A, dans C, comme on I'a déja
remarqué, c.f. [2]. On a donc

X(b(Yl)) X(b(Yz)) = X(b(%)b(“:’z)) )

pour v;, v,€ X, et la relation (5) du théoreme 1 donne ainsi lieu a
'identité suivante:

(5) 2b(yD) x(b(y2) = a Hg—1)~" 8(y,v2)
+ g Hg—1)"*(ay1y2) (— 1) gloyyv2) Y, v(—1) glysy ™) gCv2y ™) x(b(y))

G A e A T B B ke SRR SR S SR

RSP s S K

i
1
H
H

pour v, Y, € X, sommation sur y € X.

Remarque 2. En specialisant la remarque 1, pour y, = ¥ (resp. X = X, v>
resp. x = Ya) avec pe X tel que p* = o (resp. avec p,ve X tels que
p#v et pv = o, resp. avec AeY tel que A # A% et A = o) et en
appliquant la proposition 2, on obtient les identités suivantes:
5t g(v1W)* g(v21)* = q(g—1) 8(y1y,1)

+(@—1D7" gly1v2k?) 3 9ray ™Y glv2y ™) gwy)?, .
Y

resp.

- gly11) g(y1v) g(vap) g(v2v) = qlg—1) v,y 1v) (pv) (—1)
+ (@17 glysyamv) Y glvay ™) glv2y ™) g(uy) g(vy)

resp.

(5)a G(YTA) G(y3A) = q(g—1) d(y1v.M) M—1)
— (@—1)" gly172N Y glviy ™Y 9(v2y ™Y Giy*A),

pour v, , Y, € X, sommation sur y € X.
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Remarque 3. On observe que les identités (5),,, [resp. (5)5] considérees

ve X [resp. A € Y] contiennent Iidentité (5)% comme cas
= Aq, A = p o N].

k
8

“ipour tous les p,
§ particulier « dégénéré », correspondant ip = v[resp. A

Remarque 4. Pour tout € X,ona 5(B) g(B) = — 1. Les identités peuvent

- donc s’énoncer sous la forme suivante:

HOR (G—D"1 Y glyry™ ) glv2y™ 1) g(uy) g(vv)

_g0ral) g0V 92l 902Y) gy By yamy) () (— 1),
g(Y1Y2HV)

: pour tous Yy, Y2, W, VE X, sommation sur y € X, et
(O —(g=1)" Y gy gy~ Y GO*A)
Y

_ GOt G 3A)
g(Y1Y2M)
pour tous y;,Y2€ X, A€Y, sommation sur y € X, A dénote la restriction
de Ad F~.

+ glg—1) 8(y17M) M—1),

Nous reconnaissons ainsi les identités (i) et (iv) du théoréeme 1 de notre
publication [4], dont nous rappelons ’énoncé ci-dessous, et nous voyons bien
comment la série principale (resp. discréte) de caractéres %, , (T€sp. ¥Xa)

_améne aux identités de Barnes (i) (resp. (iv)). Ceci termine la premicre

partie de cet article.

5 RAPPEL DU THEOREME 1 DE [4]. Soit F (resp. F,, resp. F, ) e
@ corps fini @ q (resp. g%, resp. q*) ¢éléments; on note F5 (resp.
~: FX) le groupe multiplicatif de F, (resp. Iy ), et on se fixe un caractere
% 8 non-trivial exp du groupe additif F +  Pour un caractére o de F™, on
B3 pose

Gy(o) = g(®) = . ofa) exp (a) ,

a

ou Pon somme sur tous les ae F*. On note Tr, (resp. Tr,) la trace
de F, (resp. F,) sur F, et lPonnote N (resp. N,,) la norme de
F, sur F (resp. F, sur F,). Pour un caractere A de F3,

| on note G,(A) la somme de Gauss suivante

Go(A) = Y Ax) exp (Try(x) »
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ou Pon somme sur tous les x e F;. De maniére analogue, pour un caractére
® de Fj, on pose

G4(®) = ), B(2) exp (Tru(2)),

ou Pon somme sur tous les zeFj;. On a les cing identités suivantes:

() Pour quatre caractéres d,,0,,05,0, de F*, ona

(@—D7" X g(oy0) gla0™ ") gloser) glege™ )

= glo0p) glonous) glonseny) glon,oty) + q(g—1) 6(ot;ox003004) (01 03) (— 1),
glon 00050L)

ici lon somme sur les caractéres o de F™;
(i) pour un caractére ® de F,, ona

G, (@)

——— + q(g—1) 8(p) D(e,) ,
g(9)

—(g+1)71 ; G4(®(A°N4/2)) =

ici Pon somme sur les caractéeres A de F5 dont la restriction a F*
soit triviale, €, dénote un élément de F, tel que €4 ! = —1;
¢ dénote la restrictionde ® a4 F™;

(i) pour A;, A, caractéresde F5, ona

(@—1)7" X Go(A1(00N)) Gy(Ay(aeN) ™)

_ GyAsAy) Go(ALAY)
9(7%7”2)

+ q(g—1) 3(A1;) Ay (—1),

-

ici Ay (resp. A, ) désigne la restriction de A, (resp. A,) a
F*, lon somme sur tous les caractéres o de F™*; ‘

(iv) pour o,,a, caractéresde F*, A caractérede F,, ona

—(g—1)" ! Z gloy o) glonpor) Gz(A(O“’N)_ 1)

_ GalMouN) GolAeael)) 1) ooty 1),

g(ot10A)

ici A désigne la restriction de A a F*, lon somme sur tous les
caractéres o de F*;
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8 (v) pour Ay, A, caractéres de F;, ona

1 g+ ; Ga(A1A) Go(AzA)

) g(hy) Go(ALA

_ 90 9k Goltila) 1) 500) M= D) (A1) o)
g(hihy)

ici A, (resp. \,) dénote la restriction de A, (resp. A,) a F g

Pon somme sur les caractéres A de F; dont la restriction @ F”

soit triviale, €, désigne un élément de F 5 tel que 4”1l = —1

3 Les cing identités sont des cas particuliers d’une identité plus générale
~ qui fait Pobjet du théoreme 2 de notre publication [4]. La démonstration
" se base sur étude de certaines algébres commutatives de degré 4 sur F et
fait intervenir le groupe symétrique des permutations de quatre é€léments
ainsi que le groupe diédrale D, du carré. L’identité générale s’énonce pour
chaque o € D,, mais elle ne dépend que de la classe de conjugaison de o.
Les cing classes de conjugaison de Dy fournissent les cing identités de

Barnes.

Dans la suite de cet article nous calculons la trace de lalgébre A,
~(§5) et nous utilisons les identités de Barnes (i) et (iv) pour exhiber les
homomorphismes d’algébres de 4, dans C indépendamment de la table des
caractéres (§ 6). La comparaison de leur somme avec la trace montre que
la liste des homomorphismes est compléte et sans répetitions.

§5. CALCUL DE LA TRACE DE L’ALGEBRE 4,

On note T, la trace de lalgébre 4,, o€ X fixé. Soit B la base de 4,
| formée par I'unité et les b(y), avec ye X; pour be B et ae 4,, on définit
R - le coefficient <b'| a> dans C par la condition suivante:
a= Y <bla>bh;

beB

@ on a, pour toutac 4,,

Tfa) = Y <b'|ab> .

beB

| On obtient

T, (1) = dim¢(4,) = g
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