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Il existe donc une constante C telle que pour toute v e C1(R2) avec supp v a KS(

et tout t ^ x0,

(3.5) I e~2x* | v |
2 ^ C e~2x* | ôtv + ibdyv + cv \ (IdyV + c^ + M).

3.3. Unicité en dimension deux sous la condition (R)

Nous continuons en donnant une version faible du théorème 1.2 sous la

condition (R) lorsque l'espace est R2.

Théorème 3.4. Supposons que rgj£?(x0) 2 en un point x0e R2.

Si le problème est non caractéristique (en x0), alors pour tout voisinage co

de x0 et toute u e C^co) solution du système

(3.6)
(.L + c0)u(x) 0 dans œ et

u(x) 0 dans œ_ {x e œ | cp(x) ^ cp(x0)}

la fonction u s'annule au voisinage de x0.

Démonstration. D'après le lemme 1.3, nous pouvons prendre sur R2

des coordonnées (y, t) telles que :

1. x0 (°> °)>

2. <p(x) - cp(x0) t,

3. L + c0 dt + ib(y, t) dy + c(y, t) à un facteur non nul près.

Si b(0, 0) / 0, nous sommes dans le cas elliptique et le résultat découle
du théorème 3.1. Sinon, par l'hypothèse rg &(x0) 2, il existe k > 0 tel que
ô* b(0, 0) 7^ 0 tandis que ô{ b(0, 0) 0 pour j < k. Alors, par le théorème
de préparation de Malgrange (cf. Hörmander [11, th. 7.5.5]), il existe,

pour (y, t) e ] — Y, Y[ x ] — T, T[ avec Y > 0 et T > 0, une factorisation

b(y,t) a(y, t) {tk + ak. ^y)?'1 +... + a0(y))
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avec a, a0,..., ak_1 des fonctions C00 à valeurs réelles telles que a(y, t) ^ 0
dans ] — 7, 7[x] — T, T[, et 0,(0) 0 pour j 0,...,/c — 1. Nous allons
maintenant découper le domaine ] — 7, 7[ x ] — T, T[ en petits morceaux
pour pouvoir appliquer le lemme 3.3; ce découpage nous est donné par le
lemme suivant :

Lemme 3.5. Dans la situation décrite ci-dessus, il existe une suite
d'intervalles ouverts disjoints (Ii)ieN dont la réunion est dense dans ] — 7, 7[,
et pour chaque ie N, un nombre fini de fonctions C00 Jf-> R tels

que pour tout y e It :

1- h < h => Qi.jSy) < 0;,^),
2. b{y,t) Ood \jtelque t Quj(y).

Démonstration du lemme. Avec les notations précédentes, posons

P(y, t) tk + ak^1(y)tk~+ + a0(y)

qui est un polynôme en t à coefficients réels et réguliers en y.
Soit (9k l'ouvert de ] — Y, 7[ tel que P(y, t) possède k racines complexes

distinctes en t pour y e (9k ; notons (9k l'intérieur du complémentaire de (9k

dans ] — Y, 7[. Si (9k est vide, c'est que (9k est dense dans ] — Y, Y\_ et
nous arrêtons là notre construction ; sinon P(y, t) possède au plus k — 1

racines complexes distinctes en t pour ye(9'k. Nous définissons alors 0k_1
comme l'ouvert de (9'k tel que P(y, t) possède exactement k — 1 racines
complexes distinctes en t pour ye(9k_1, puis Q'k_ 1 comme l'intérieur du

k

complémentaire de (9k_x dans (9'k. Et ainsi de suite; l'ouvert u (9j est
j= i

alors dense dans ] — Y, Y[. Nous appelons (/f)i6N les composantes connexes
des ouverts Oj.

Dans chaque intervalle It, les racines en t de P(y, t) sont de multiplicité
constante, et par le théorème des fonctions implicites, elles sont donc fonctions

C00 de y; de plus, P étant à coefficients réels, 0 est racine si et
seulement si 0 est racine, et donc, toujours à cause de la multiplicité
constante, les racines réelles et distinctes restent réelles et distinctes quand y
décrit It. Ces racines réelles sont donc représentées par des fonctions
C00 QUj: It -> R vérifiant 1. et 2.

Démonstration du théorème 3.4 (fin). Soit u e C^(œ) une solution du
problème (3.6). Supposons qu'elle soit non nulle en un point de ] — Y, 7[ x ]0, T[ ;

alors elle est non nulle dans tout un voisinage de ce point, et donc il
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existe un point (y0, t0)esupp uavecy0 e It pour un ie N. L'intervalle

étant ouvert, il existe aussi s>0 tel que [fo- £> J'o + e]

Posons \)/(y, t) t+ t0(y-y0)2£~2 et considérons les paraboles Pr d'équations

\Ky, t) t. La fonction uest nulle en dessous de la parabole P0

puisque P0 <= {t<0}, mais Pt0 coupe le support de u et Pt0 n {t> 0}

cj; x [0, T[. Par compacité, il existe donc un point (}q, tx) e supp

n (7j x [0, T[) tel que u0 dans {(y,t) e œ | \|/(y, t) < iKjq > (i)}- Nous distm"

guerons alors deux cas :

1. Si &CKi, *i) # 0, le problème est elliptique en (yx, t±) et tt) ¥=- 0;

donc par le théorème 3.1, u 0 au voisinage de (j>i5£i) ce qui contredit

le fait que (yx, t±) e supp u.

2. Si b{yl9t1) 0, par le lemme 3.5 il existe j tel que t1 Ö^-Oh)-

En outre, le lemme 3.5 permet d'affirmer que

a. £2 {(.y, t) g Ii x R I Öij-iGO < t < Ö*.;()>)} est un ouvert connexe;

ß. b ne s'annule pas dans £2, donc L est elliptique dans £2.

Comme u s'annule dans {(y, t) e œ | \|/(y, t) < \|/CV!, ti)}, elle s'annule dans

l'intersection de ce domaine avec £2, qui est une partie ouverte non vide

de £1 Par le corollaire 3.2, u est nulle dans £2.

De même, la fonction b ne s'annule pas dans {(y, t) e It x R | Gî.jCp)

< t < 0ifJ-+iöO}, et on Peut donc supposer, quitte à changer y en —y,

que b est strictement positive dans ce domaine. Il existe donc un voisinage

convexe w de (y±, t±) tel que b soit positive sur w+ {(y, t)ew\t ^ 0;, j()0}5

strictement positive en un point (yl912) £ w+, et tel que u 0 dans

w_ {(y, t) e w | t ^ Qijiy)}- Tout cela nous permet alors d'utiliser le

lemme 3.3 au point (yl9 ): nous obtenons u 0 au voisinage de (yl9 tx),

ce qui contredit le fait que (j^, t±) e supp u.

Figure 3.2.

Les paraboles Px.
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