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Je—zw e2Refe) 412 < %Je—m e2Refe | 9.0 + ibd,v + cv| | 0,0 + ¢qv]|

+ 8 Je‘z““ e2Refe | a0 + b0, + cv | | (@, +i(to+a—1) | .

Tl existe donc une constante C telle que pour toute v € C'(R?) avecsupp v = K,
et tout T = T,

(3.5) Je‘z“" lv|2<C Je""‘" | 8 + b0, + cv | (10,04 c1|+v]) -

3.3. UNICITE EN DIMENSION DEUX SOUS LA CONDITION (R)

Nous continuons en donnant une version faible du théoréme 1.2 sous la
condition (R) lorsque I’espace est R2.

THEOREME 3.4. Supposons que 18 L(x,) = 2 en un point Xx€ R%
Si le probléme est non caractéristique (en x, ), alors pour tout voisinage ®
de x, ettoute ue CY(w) solution du systéme

{ (L+co)u(x) = 0 dans o et

(3.6) ux) =0 dans o_ = {xeo|ox) < 0(xy)},

la fonction u sannule au voisinage de x.

Démonstration. D’aprés le lemme 1.3, nous pouvons prendre sur R?
des coordonnées (y, t) telles que:

1. xO — (0, O),
2. 9(x) — @(xo) =,
3. L+ ¢y = 0, + ib(y,t) 0, + c(y, t) & un facteur non nul preés.

St b(0, 0) # 0, nous sommes dans le cas elliptique et le résultat découle
du théoréme 3.1. Sinon, par ’hypothése rg #(x,) = 2, il existe k > 0 tel que }
0% b(0, 0) # 0 tandis que 87 b(0,0) = O pour j < k. Alors, par le théoréme |
de préparation de Malgrange (cf. Hoérmander [11, th. 7.5.5]), il existe, |
pour (y,£)e]1—Y,Y[x]—T,T[ avec Y >0 et T > 0, une factorisation |

b(y, t) = a(y, 1) (t*+ a1 (N1 + ... + ag())
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avec a, dy, ..., 4, des fonctions C® a valeurs réelles telles que .a(y, t) # 0
dans ]-Y, Y[ x]-T, T[, et ai{0) = 0 pour j = 0,..,k — 1. Nous allons
maintenant découper le domaine ]—Y, Y[ x]—T, T[ en petits morceaux
pour pouvoir appliquer le lemme 3.3; ce découpage nous est donné par le
lemme suivant:

LEMME 3.5. Dans la situation décrite ci-dessus, il existe une suite d’in-
tervalles ouverts disjoints (I;),y dont la réunion est dense dans ]—Y, Y[,
et pour chaque i€N, un nombre fini de fonctions C®6;;:I, >R tels
que pour tout yel;:

1. ji <j2=0; ;00 < 6, ;,0),
2. by, 1) = 0«13 telque t = 6, ;().

Démonstration du lemme. Avec les notations précédentes, posons
P, 1) =t + a0 + o + ag(y)

qui est un polyndme en ¢ & coefficients réels et réguliers en y.

Soit O Touvert de ]—7Y, Y[ tel que P(y, t) posséde k racines complexes
distinctes en ¢ pour y € O,; notons ¢, lintérieur du complémentaire de O,
dans ]—Y, Y[. Si O est vide, c’est que O, est dense dans ]—Y, Y[ et
nous arrétons la notre construction; sinon P(y,t) posséde au plus k — 1
racines complexes distinctes en t pour y € ¢;,. Nous définissons alors 0, _,
comme l'ouvert de ) tel que P(y,t) posséde exactement k — 1 racines

complexes distinctes en t pour ye Op_,, puis O,_, comme Iintérieur du
k
complementaire de ¢, dans O,. Et ainsi de suite; I'ouvert U O; est

j=1
alors dense dans ]—Y, Y[. Nous appelons (I;);.y les composantes connexes
des ouverts 0;. .

Dans chaque intervalle I;, les racines en ¢ de P(y, t) sont de multiplicité
constante, et par le théoreme des fonctions implicites, elles sont donc fonc-
tions C® de y; de plus, P étant a coefficients réels, O est racine si et
seulement si O est racine, et donc, toujours a cause de la multiplicité
constante, les racines réelles et distinctes restent réelles et distinctes quand y
décrit I;. Ces racines réelles sont donc représentées par des fonctions

C*9; ;:I; —» R vérifiant 1. et 2.

Démonstration du théoréme 3.4 (fin). Soit u € C*(®) une solution du pro-
bléme (3.6). Supposons qu’elle soit non nulle en un point de ]—Y, Y[ x 0, T[;
alors elle est non nulle dans tout un voisinage de ce point, et donc il
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existe un point (yo, fo) € SUpp # avec y, € I; pour un i e N. L’intervalle I;
étant ouvert, il existe aussi ¢ > 0 tel que [yo—¢& yo+e] < I;.

Posons Y(y, t) = t + to(y—Yo)’e” 2 ot considérons les paraboles P, d’équa-
tions Y(y, ) = 1. La fonction u est nulle en dessous de la parabole P,
puisque P, < {t<0}, mais P, coupe le support de u et P, n {t=0}
c I, x [0, T[. Par compacité, il existe donc un point (y;,t;) € supp u
A (I, x [0, TD) tel que u = 0 dans {(3, ) € ® | U(y, ) < Y0y, 1)} Nous distin-
guerons alors deux cas:

1. Sib(y,,t;) # 0, le probléme est elliptique en (y;, t;) et d(y;,t;) #0;
donc par le théoréme 3.1, u = 0 au voisinage de (y;,t;) ce qui contredit
le fait que (y;, t;) € Supp u.

2. Si b(y,,t;) =0, par le lemme 3.5 il existe j tel que t; = 0; ;(y1)-
En outre, le lemme 3.5 permet d’affirmer que

0 Q= {(yel, x R|6;;_4(y) <t <0 ;(y)} est un ouvert connexe;
B. b ne s’annule paé dans Q, donc L est elliptique dans Q

Comme u s’annule dans {(y, t) € © | V(y, £) < V(y1, t,)}, elle sannule dans
Pintersection de ce domaine avec ©, qui est une partie ouverte non vide
de Q. Par le corollaire 3.2, u est nulle dans (.

De méme, la fonction b ne s’annule pas dans {(y,t)el; x R[8; ;(y)
<t<0;;+1()}, et on peut donc supposer, quitte a changer y en —y,
que b est strictement positive dans ce domaine. Il existe donc un voisinage
convexe w de (y,, t;) tel que b soit positive sur w, = {(y, )ew|t > 0, ;()},
strictement positive en un point (y;,t,)€w,, et tel que u = 0 dans

_={(t)ewl|t <6;;(»} Tout cela nous permet alors d’utiliser le
lemme 3.3 au point (y,, t;): nous obtenons u = 0 au voisinage de (y;, t;),
ce qui contredit le fait que (y,, ;) € supp u.

TTT7] U
(vo- to) }hsupp u—»{ / I//////
TN > = {t=9i.,(}’)}
P, Q
= (}’0,0) ‘—{t=0}—> _______ I S——
K 3 — =0 ;00 '
P, ; \
g ~ Les paraboles P, et P,,. Cas 2.

FIGURE 3.2.
Les paraboles P..
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