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20 X. SAINT RAYMOND

Nous avons alors vk exp [Ft + iGJ, et F, et G, vérifient (2.10) et (2.11)
grace a ces formules qui les définissent et à (2.4), (2.5), (2.6), (2.13) (j=l=0)et (2.15).

2.4. Construction des fonctions m et a

Par un calcul élémentaire nous voyons que pour assez grand,
ö*+i < St - - lk< mk +efc(y) < Sj.+ 1 + -lk + 1 < Nous choisissons alors

une fonction à valeurs réelles %e C^(R) telle que

X(t) 1 pour te [-3/4, 3/4],
supp x c= [-1, i] et x(t) £ [0,1] pour r e [-1,1] ;

puis avec %k(t) y_(lk l(/ - 8t nous posons

^ Xk(t)uk(y, t) pour ]0, Sto[,

U(y' ^0 Pour (y, ]-ôto, 0]
a(y, t) — L+c0)u(y,t)/u(y,t) pour u(y, 0

a(y, t) 0 p0ur t) 0

Figure 2.2.
Profils des fonctions uk et uk+1 pour t e [8i+1, SJ
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Régularité de la fonction u. Remarquons d'abord qu'une telle fonction u

est C00. En effet, pour t > 0, u est somme d'au plus deux termes non nuls

qui sont des fonctions C00, et u est donc C00 dans Y x ]0, 5fco[; pour voir

que u est C°° au voisinage de t 0, il suffit de montrer que pour tout

a g Nn,

Or tous les éléments ayant servi à la construction de uk se comportent

comme des puissances de k ainsi que leurs dérivées; on peut donc écrire

pour k suffisamment grand et y e Y; comme ß(y, 0, 0) > 0 pour y g Y,

cela donne (2.16).

Détermination des supports des fonctions u et a. D'après (2.10), nous
savons que | vk(y, t) | < 1 pour £ g [5k+1, mk + ek(y)[, et comme dans ce même
domaine u uk+1 + %kuk, soit u uk+1(l+%kvk), on en déduit que u ne
s'annule pas; on démontrerait de même que u ne s'annule pas pour
t g ]mfc+1 + ek+1(y), ôk+1], ni donc dans le domaine

D {(yV t)eY x ]-8ko, 8ko[ | t > 0 et t ^ mk + eh(y) pour tout k ^ k0}

qui est dense dans Y x [0, ôfco[; il en résulte que supp u Y x [0, 5fco[,

et par définition de a, on a supp a c= supp u. Pour obtenir (1.1), il ne nous
reste plus qu'à montrer que a est C00 dans Y x ] — 8ko, 8fco[.

Régularité de la fonction a. Dans le domaine D défini ci-dessus, u #= 0
donc la fonction a est définie par la formule a — (L + c0)m/m; il en résulte
que a est C00 dans D. Pour t voisin de mk + ek(y), u uk+1 + wk, donc pour
uk+1 + uk 7^ 0, a — (L + c0)u/u — (rk+1uk+1 -\-rkuk) / (uk+1 + wfc); en
particulier,

(2.16) sup
yx]ôk+i,ôk_i[

I ^a(Xfe%) I ^ CJcv* exp (—Yfc + Re cpfe).

Mais - y k(y)~-^ß(y, 0,0)fc5/4, et

I Re <pJ ^ ^ 8t~5 IIß(y,0,0) < kll4f>(y, 0, 0)

a - (rk+i + rkvk)/(l + vk) si

a ~ + si

t < mk + ek(y)(<>| 1)

t > mk + ek(y) (<*> | < 1).
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Dans la première de ces deux formules, le numérateur est plat surt- mk +ek(y) à cause de (2.8), et le dénominateur vérifie

1 + Vk I > 1 — I Vk I ^
ßofc2

12 K + ek(y)-t)

d après (2.10) et en utilisant l'inégalité e< 1 + L pour Fe [-2, 0], L'expression

(rk+l+rkvk)/(l + vk) définit donc une fonction plate sur ek(y),
et comme il en est de même pour l'autre expression, nous avons obtenu
que, meme si u s'annule en certains points de t mk + ek(y) (ce quientraîne que a0 par définition de a), la fonction a est C°° dans

Y x]0,5to[.
• Pour montrer que a est C00 pour t voisin de 0, ü nous faut estimer
es denvees de asur Yx[St+1, 5J lorsque k tend vers l'infini. Pour cela

nous étudions a successivement sur les quatre intervalles schématisés sur la
figure 2.2.

1. Sur Dk {(y, t) | ô4+1 < t<ô4 — - lkj,on a

Fk(y,h—m<- h
pour k assez grand d'après (2.10). En utilisant aussi (2.11), on obtient que
pour tout a e N" et tout v 6 N,

k~>oo \ 1
Dk

lim I sup I kvdavk | 0

Sur Dl, u et a sont données par les formules u uk+1 + ikuk et
a — {L+c0)u/u, d'où

a — (L+ c0)uk+1 + %k{L + c0)uk + Ik1 %'
t — ô.

/u

i^k+i + | \krk+ lk1 x'^+

On en déduit, à l'aide de l'estimation précédente et de (2.9) que pour tout
a G N",

lim sup I daa\ 1 0.
*>k



PROBLÈMES DE CAUCHY 23

2. Sur Dl {(y, t) \ bk -^lk«S t< +ek(y)}, on a Fk(y, 0 d'après

(2.10) d'où | uj < 1. Comme u uk+l +# 0, on peut alors écrire

a, — (L+c0)u/u {i"k+ iFk+1 "b / (^k+i~bwk)

— (7fc+i +rA) / (1 + %) 9

et toutes les dérivées d'une telle expression peuvent être estimées par des

sommes de puissances de k avec des coefficients de la forme (darfe(+i)) / (1 + vk).

Mais grâce à (2.10)

| 1 + vkIs* 1 - | vk\ÏSmin

1 F
car eF ^ — pour Fe] —oo, — 1] et eF ^ 1 H- — pour Fe [ — 2,0], et le

théorème des accroissements finis donne pour (y, t)e Dk

I (dVfc(+1}(y, t)) / (mk + efe(y)- é)v |

^ sup {| da+%+i)(y, t) | | (y, t) e Dj? et | ß | < v}

puisque rfc(+1) est plate sur t mk + ek(y) (cf. (2.8)). On obtient donc en

utilisant (2.9) que pour tout a e N",

lim sup I ôaa | ] 0
k~~* oo V 2 /X Dk '

3
3. Sur Dl {(y, t) \ mk + ek(y) < t ^ bk+1 + -lk+1} on procède comme

sur Dl en échangeant les rôles de uk et uk+1, et donc en utilisant vkx à la

place de vk.
3

4. Sur Dk {(y, t) | 8k+1 + - lk+1 ^ t ^ 5k} on procède comme sur Dk

en échangeant les rôles de uk et uk+1.

Chapitre 3: Techniques d'unicité

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment prouver certaines
inégalités de Carleman, et comment les utiliser pour obtenir l'unicité de Cauchy.
En guise d'exemple, nous donnons une démonstration complète pour le cas

elliptique (3.1).
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