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§3. DIE GEODATISCHEN U.exp(tB;;)

§  Zum Abschluss wollen wir noch die weiter oben betrachteten Kurven
(Usexp(tBij)),ER etwas niher untersuchen. Man rechnet leicht B > =—B
§i und Bf; = —BJ; aus, und daraus ergibt sich

ij

exp(tB;) = 1 + B}, — cos t B} + sint B;;.

Es handelt sich also um einen Kreis vom Radius ﬁ mit dem Mittelpunkt

1 ; 0

Mi_]:l-l—BEI: . . s

Lo K
fwo auf der Diagonalen lauter Einsen und genau zwei Nullen stehen.
 Insbesondere ist also

p—n.

1 0

eXp(ﬂ:BU) = 1 + 2B£} = . N

,. )
b . |
und daraus ergibt sich A = USS, = Uexp(nB;;)exp(nB;;)S, mit exp(nB;;)S, i

B = 5., wobei g}, = e, 1818 KT ) ist.
" —g,, falls k=1i,j
Folglich ist auch U.exp(nB;;) = U, .
| U.exp(tB;;) ist minimal, d.h. es gibt keine kiirzere Verbindung zwischen

U, und U, in O(n): Um das zu zeigen, geniigt es offenbar, exp(¢B;;) in
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SO(n) zu untersuchen und zu zeigen, dass diese Kurve die kiirzeste Ver-
bindung zwischen 1 und 1 + 2B;; darstellt. Sei dazu V eine beste orthogonale
Approximation von M;;. (V ist nicht eindeutig, da M;; nicht regulér ist.)
Dann besitzt M;; die polare Zerlegung M;; = VT, wobei T symmetrisch
istund T2 = M¥M,; = M;; gilt, also
IMy=V 2= T-1|2=|T|?>-2tT + |12
= | M;||? —=2tcT + 1|2 =n—2 —2tuT + n

Numerieren wir die Standardbasis des R” in geeigneter Weise um, so ist

mit T'; € O(n—2) symmetrisch, und damit trT < n—2, wobei Gleichheit genau
fir T, = 1 gilt. Folglichist | M;—V |2 >2n — 2 — 2n + 4 = 2, und jeder
Weg in SO(n) zwischen 1 und 1 + 2B} verlduft ausserhalb der offenen

Kugel vom Radius \/5 um M;; in R"*" und ist damit mindestens so lang
wie der Kreisbogen (exp(tB;;))o<;<x -
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