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MÉTHODE DU CERCLE ADELIQUE 61

qui implique l'hypothèse (Hl). En ajoutant l'hypothèse (H2) on obtient donc

la condition suffisante de Birch :

(5.1) codim F* > r(r+1) (d —l)2d~1

Un cas intéressant (Birch, paragraphe 7, Théorème 2) est r 1, car

alors l'égalité d'Euler pour les polynômes homogènes montre que F* est

l'ensemble des points singuliers de F(0) {x e Cn | f(x) 0} (c'est faux en

général pour r ^ 2 où F* est assez difficile à connaître). On obtient dans

ce cas

(5.2) codim F* > (d-l)2d.

Bien entendu la vérification des conditions (5.1) ou (5.2) dans des cas

généraux est difficile. Birch ne propose d'ailleurs aucun exemple précis et ne

s'attaque pas davantage aux hypothèses (H3) et (H4), l'avant-dernière étant

inaccessible dans un cadre aussi général.

C) Sur les hypothèses (H3) et (H4)

Voici un contre-exemple simple qui permet de comprendre pourquoi
l'hypothèse (H4) ne peut être à l'image de l'hypothèse (H3), à savoir

(H'4) Il existe un point non singulier de F(v) {xgR"|/(x) v}

Considérons la forme f(x) xj + + xj, alors nous avons r 1,

d 2 et F* {0}. Ainsi, d'après le travail de Birch et l'inégalité (5.2)

ci-dessus, les hypothèses (Hl) et (H2), sont vraies pour n > 4.

Soit v g N*, d'après le Théorème de Lagrange, la variété réelle F(v)
admet des solutions entières pour n ^ 4. Ainsi le système / v possède
des solutions dans Zp, pour tout p, évidemment non singulières puisque
v ^ 0 et l'hypothèse (H3) est vérifiée.

Puisque l'hypothèse (H 4) est clairement vraie, si elle était la bonne

hypothèse à retenir, on obtiendrait une infinité de solutions entières pour
tout n > 4, ce qui est faux puisque F(v) est bornée dans R".

D'ailleurs, la même impossibilité concerne toutes les variétés bornées
de R": il faut des points à l'infini réels pour espérer une infinité de

solutions entières, c'est-à-dire un point réel non nul dans F(0) et non dans

F(v).

Comme pour espérer des solutions entières il faut des solutions dans

Znp pour tout p, on comprend mieux les hypothèses (H3) et (H4) tout en
notant qu'elles demandent chacune l'existence de points non singuliers ce

qui est plus exigeant que la simple nécessité.
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