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§ 5. EXEMPLES D’APPLICATIONS

A) SUr LES HYPOTHESES (H1) ET (H2)

La justification de I'hypothése (H1) provient de I'emploi de I'inégalité
de Weyl et de ses généralisations pour majorer des sommes trigonomeétriques
du type S(®). Il semble que, pour de telles sommes, ce soit la seule méthode
efficace actuellement connue. L’adjectif « efficace » étant un exemple d’eu-
phémisme. ‘

Le but de ce travail n’étant pas de recopier Birch ou Davenport, mieux
valait se situer en aval, c’est-a-dire partir de I'’hypothése (H1), quitte a
indiquer ici la méthode qui y conduit, sans démonstrations mais avec des
références bibliographiques qui sont les suivantes:

Birch, « Forms in many variables », paragraphe 2, lemmes 2.1 a 2.5.

Davenport, « Cubic forms in 32 variables », paragraphes 3 et 4.
« Cubic forms in 16 variables », paragraphes 4 et 5.
« Analytic Methods... », paragraphes 3 et 13.

Pour le reste, il faut d’abord remarquer que la démonstration de I'inéga-
litt de Weyl utilise une succession de différences finies (autant que le degré d
des formes f;) portant sur les polynomes présents dans lexposant de e
(les polynomes f; et g en ce qui nous concerne) d’ou un résultat indépendant
du polynébme g puisque son degré est inférieur strictement a 4. Ainsi la
disparition du polynome g dans I’hypothese (H1), qui ne présente aucun
inconvénient pour les paragraphes 1 a 4 du présent travail, n’a pas d’intérét
tant que la méthode de Weyl demeurera la seule qui puisse justifier
I'hypothése (H1).

L’inégalité de Weyl une fois obtenue, on utilise un résultat de géométrie
des nombres (Birch lemme 2.3, Davenport « 32 variables » lemme (3.3)
«16 variables » lemme 8) avant d’aboutir a un lemme d trois possibilités
(Birch lemme 2.5, Davenport « Analytic methods », lemme 32, Schmidt
« Simultaneous rational zeros... », lemme 3).

La premiére possibilit¢é est une bonne majoration du module de S(x)
du type P""* ou k > 0 est un parameétre.

La seconde possibilité est une bonne approximation rationnelle de g,

précisement celle de I'hypothese (H1) ii), associée a4 un second paramétre
A> 0.

La troisieme possibilité est la mauvaise: celle qui ne garantit aucune des
deux précédentes. Toutefois elle exprime une condition (compliquée) qui ne
concerne pas o mais seulement les formes f;.
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Ainsi, chez tous les auteurs la régle est-elle la méme: attribuer aux
formes f; une propriété T, plus ou moins laide, qui soit suffisante pour
exclure la troisieme possibilité et donc garantir ’hypothése (H1) qui n’est
autre que 'union des deux premiéres possibilités (poser k=AQ)!

Mais ce n’est pas suffisant car pour exploiter convenablement, par la
méthode du cercle de Hardy et Littlewood, ’hypothése (H1) il faut disposer
d’'un bon accord entre les paramétres k et A, plus précisément de I’hypo-
these (H2):

K Q 1
K = >r+ 1.

Ainsi équipé le systeme f peut affronter la « machinerie » de la méthode
du cercle dont le présent travail donne un exposé adélique. On obtient
ainst la formule asymptotique de la Proposition 4.1 (Birch lemme 5.5,
Davenport « 16 variables » lemme 16, etc.).

Encore doit-on s’assurer que le terme principal de cette formule asympto-
tique n’est pas nul. Cest la raison des hypothéses (H3) et (H4). Hélas
la vérification de (H3) est un probleme difficile et tout simplement non résolu
deés qu’on quitte les cas particuliers.

En résumé, pour obtenir des exemples d’application, il faut atteindre deux
objectifs:

1° Trouver une proprieté T du systeme f qui implique (H1) et
aussi (H2).

2° Vérifier (H3) et éventuellement (H4).

B) SUR LE TRAVAIL DE BIRCH

Ce dernier consacre son paragraphe 3 a la définition d’une propriété T
en termes de géométrie algebrique.

Soit T'application polynomiale f:C" —» C" (on prend ici le corps C
parce qu’il est algébriquement clos). Birch note

V* = {xe C"|rang <% (x)) <r}

la variété des points singuliers de f (rappel: r = n).
Il obtient ainsi la propriété T suivante:

n— dim V* > 271 d—1)Q

il

i
i

N
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qui implique 'hypothése (H1). En ajoutant hypothése (H2) on obtient donc
la condition suffisante de Birch:

(5.1) codim V* > r(r+1)(d—1)2" 1.

Un cas intéressant (Birch, paragraphe 7, Théoréme 2) est r = 1, car
alors I’égalité d’Euler pour les polyndomes homogenes montre que V* est
Iensemble des points singuliers de V(0) = {x e C"| f(x) = 0} (c’est faux en
général pour r > 2 ou V* est assez difficile a connaitre). On obtient dans
ce cas

(5.2) codim V* > (d—1)2%.

Bien entendu la vérification des conditions (5.1) ou (5.2) dans des cas
généraux est difficile. Birch ne propose d’ailleurs aucun exemple précis et ne
sattaque pas davantage aux hypothéses (H3) et (H4), I'avant-dernicre ¢tant
inaccessible dans un cadre aussi général.

C) Sur LEs HYPOTHESES (H3) ET (H4)

Voici un contre-exemple simple qui permet de comprendre pourquoi
'hypothése (H4) ne peut étre a Pimage de I'hypothése (H3), a savoir

(H'4) 1l existe un point non singulier de V(v) = {x e R"| f(x) = v} .

Considérons la forme f(x) = x? + ... + x7, alors nous avons r = I,
d=2 et V* = {0}. Ainsi, d’aprés le travail de Birch et l'inégalite (5.2)
ci-dessus, les hypotheses (H1) et (H2), sont vraies pour n > 4.

Soit ve N* d’aprés le Théoreme de Lagrange, la variéte reelle V(v)
admet des solutions entiéres pour n > 4. Ainsi le systtme f = v possede
des solutions dans Z}, pour tout p, évidemment non singulieres puisque
v # 0 et ’hypothése (H3) est vérifice.

Puisque I’hypothese (H,) est clairement vraie, si elle était la bonne
hypothése a retenir, on obtiendrait une infinité de solutions enti€res pour
tout n > 4, ce qui est faux puisque V(v) est bornée dans R”.

Drailleurs, la méme impossibilité concerne toutes les variétés bornées
de R": il faut des points a linfini réels pour espérer une infinité de
solutions entieres, c’est-a-dire un point réel non nul dans V(0) et non dans
V(v).

Comme pour espérer des solutions entiéres il faut des solutions dans
4’ pour tout p, on comprend mieux les hypothéses (H3) et (H4) tout en
notant qu’elles demandent chacune Dexistence de points non singuliers ce
qui est plus exigeant que la simple nécessité.
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D) SUR LES TRAVAUX DE DAVENPORT

Il est le grand spécialiste de la méthode du cercle, il en vit toutes
les subtilités ! et le travail de Birch généralise son « Cubic forms in
32 variables ».

Le but poursuivi est le

Théoréme. Toute forme cubique ayant au moins N variables et a coeffi-
cients entiers représente z€ro.

D’ou trois articles de Davenport pour successivement N = 32, 29 et
enfin 16.

Il faut d’abord remarquer qu’il s’agit d’'une démonstration par ’absurde.
En effet, la formule asymptotique que fournit la méthode du cercle est
manifestement fausse pour beaucoup de formes (par exemple les formes
dégénérées qui sont rationnellement équivalentes a des formes comprenant
moins de variables: le terme principal est en P""¢ avec n, nombre de
variables!). Il convient donc de les exclure ce qui peut se faire pour d = 3
(cette chance ne se poursuit pas pour d > 3) en supposant seulement que les
formes étudiées ne représentent pas zéro.

S’il est possible d’appliquer la méthode du cercle, on obtiendra une
evidente contradiction (une infinité de solutions entieres pour des formes
qui ne représentent pas zéro!) et donc le théoréme recherché.

L’hypothése (H4) ne colite pas cher justement parce que la forme cubique
C(x) ne représente pas zéro (Davenport « 32 variables », lemme 6.1).

L’hypothése (H3) est connue de Davenport qui rappelle, dans le para-
graphe 2 de son « 32 variables », sa démonstration de I’existence pour toute
forme cubique ayant au moins 10 variables, d’'une solution non singuliére
dans Q,, pour tout p. (Ce résultat a ¢te cite au paragraphe A de I'Intro-
duction).

Toute I’habileté réside donc dans la définition d’'une bonne propriété T
qui entraine les hypotheses (H1) et (H2).

Dans « 32 variables », au lemme 4.2, Davenport propose, pour une forme
cubique C(x) a coefficients entiers, la propriété T, suivante:

« Ne pas représenter zéro et ne pas étre équivalente (par GL,(Q)) a
une forme du type aqgug + C,(uy, ..., u,), en (m+1) variables uy, u,, ..., u,,,

k
ou m est le plus petit entier supérieur ou é€gal a n — 4Q (rappel: Q:X) ».

Cest loin d’étre beau, mais cela fonctionne, apres de nombreux efforts
que Davenport améliore dans son « 29 variables » sans toutefois modifier
la propriété T .
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Enfin dans larticle « 16 variables », Davenport propose, au lemme 13,
la propriéte T,:

« Ne pas représenter zéro et ne pas étre équivalente (par GL,(Q)) a une
forme du type C,(ty, ., u,_,) + Co(v;1, .., v,) pour 1 <r < n—1»

Non seulement T, est plus simple que T; mais la démonstration associée
simplifie nettement les précédentes. Enfin si C est rationnellement équivalente
a Cyluy,..,u,_,) + Cy(vy,..,0,), les sommes S(a) construites sur C sont le
produit des mémes sommes construites sur C; et C, et on obtient un
rajsonnement rapide par itération qui conduit au pire sur les formes dia-
gonales connues depuis longtemps: un bien joli travail de précision!

Malheureusement aucune généralisation pour d > 4 ne parait possible
(dixit Davenport).

Enfin Davenport fait remarquer que pour démontrer le cas N = 17,
sa démonstration est encore plus simple et qu’il suffit de la propriété T:

« Ne pas representer zero »

(cf. Davenport, « Analytic Methods... », Lemme 36).

E) SUR LES TRAVAUX DE W. M. SCHMIDT

Dans son article « Simultaneous rational zeros of quadratic forms »,
W.M. Schmidt considére le systtme f = O pour r formes quadratiques a
coefficients entiers.

Soit Q(f) = {uef 1 + v+ oS (s o 1) € Q7 — {O}}

le pinceau rationnel engendré par f.

Soit C(f) = {l“llfl + .t u'rfr I (“’15 s eny p’r) € Cr - {O}}
le pinceau complexe engendré par f.

Dans son lemme 6, pour obtenir les hypothéses (H1) et (H2), Schmidt
propose la propriété T, :

« Pour tout g € Q(f), on a rang g > 2r? + 3r ».

Il consacre a I'hypothése (H3) son paragraphe 5 ou il utilise les théo-

remes 2 et 6 de son article « Simultaneous p-adic zeros of quadratic forms ».
Il parvient ainsi a la propriété T,:

« Pour tout g € Q(f), on arang g > 4r® + 12 »

qui implique donc les hypothéses (H3), (H2) et (H1).
Enfin il montre que la propriété T;:

« Pour tout g € C(f), on arang g > 4r> + 4r »

implique la propriété T,. Il en déduit son principal résultat:

{(Hy) et T3} = {le systéme f représente zéro} .
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F) SUR LA SERIE SINGULIERE F

Dans le présent travail, la priorité est revenue a F*, selon la notation
d’Igusa. Mais, chez Igusa (Forms of higher degree) ou chez Lachaud

(chapitre 1), la préférence est donnée a la fonction
F(v) = FR(—v),
appelée série singuliere globale et qui peut étre définie directement.

Remarquons que si F est intégrable et continue alors on a F* = F,
d’apres la formule d’inversion de Fourier.

Les considerations du lemme 4.5 i) et ii) sont valables dans Q, puisque
le théoreme des fonctions implicites est vrai pour des fonctions analytiques
sur tout corps valué complet.

Ainsi obtient-on localement, c’est-a-dire dans R et dans chaque Q,,
la definition d’une mesure dw,, , s us sur Touvert des points non
singuliers de V' (n) ou V ,(n) (dont les définitions sont évidentes!), telle que
pour toute fonction ¢ a support compact inclus dans l'ouvert des points
non singuliers du systéme f dans R" ou dans Q7, on ait les formules
de désintégration de mesures suivantes:

f o(x)dx = j [J‘@dww,u} du
[ ooy =[] [oam,]an.
Q~ Q)

Soit maintenant @, une fonction de Schwarz Bruhat sur A", décomposable
et telle que ¢, et chaque ¢, aient un support compact inclus respecti-
vement dans I'ouvert des points non singuliers de f dans R" ou dans Q7;
on définit les séries singuliéres locales

ou dw

et

F(heo) = Jcpoo dWe, . et Fp(u,) = Jcpp dw,, ., -

Enfin, si le produit infini ci-dessous converge, on obtient la série sin-
guliere globale:

F(p) = Fo(to) [T Fo(ny) -

Revenons a une fonction ¢ locale (i.e: définie sur R" ou Q}). Si ¢
est a support compact quelconque celui-ci peut contenir des points singuliers

stn N,
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du systtme f dans R" ou dans QJ selon le cas. La deéfinition de linteé-
grale « J‘(pdwp » pose alors un probléme de convergence (Birch parle d’in-

tégrale de Riemann généralisée) et a fortiori si @ n’est pas a support compact
(ce dernier cas concerne seulement R et ¢ fonction de Schwartz). Enfin,
méme en cas de convergence, la continuité de la fonction locale F, ou
F, reste a prouver.

Igusa (« Forms of higher degree », p. 76 a 79) montre que la fonction
F. existe et est continue pour pe R* dans le cas d’'une forme f quel-
conque (r=1). Le cas p = 0 demande des hypothéses complémentaires sur f.

Birch montre (essentiellement, ceci a déja été dit dans la remarque qui
suit le lemme 4.6, grace a l'inégalité (5.1) qui dit que codim V* est grande)
dans son lemme 6.1 surtout, que la fonction F, existe et est continue pour
tout u e R” lorsque la fonction @, est 1p4 (le résultat serait identique pour
P = 0% 1pg).

Il reste & sassurer de la convergence du produit infini []F, (mais
p

sous les hypotheéses de Birch c’est vrai) pour obtenir la série singuliere
globale.

Le cas le plus étudi¢ (Igusa, Lachaud) est celui des formes (r=1)
fortement non dégénérées (i.e: V* = {0}) ou de trés beaux résultats ont été
obtenus par Igusa selon des méthodes qui n’ont rien & voir avec la méthode
du cercle. Mais il parait difficile de terminer ce travail sans avoir signalé
lexistence, sous les hypothéses de Birch (i.e: I'inégalité (5.1)), d’'une série
singuliére globale F continue et intégrable (donc on a F* = F).

Enfin, on peut raisonnablement prévoir, en suivant encore Igusa, une
formule de Poisson globale:

2 FXE) = ) F(u.

£eQ” neQ”
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